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Cette note est consacrée & I’étude explicite d’un aspect important de la géo-
métrie analytique algébrique complexe a travers la théorie des tores complexes
et des variétés de Prym [8,2,7]. Celles-ci apparaissent comme sous-variétés
de certaines variétés jacobiennes et rentrent dans une classe générale de va-
riétés abéliennes, c’est-a-dire qui se plongent de facon holomorphe dans un
espace projectif. La théorie des variétés abéliennes complexes et en particulier
les variétés de Prym joue un role crucial dans plusieurs recherches actuelles
(probléme de Schottky [3], systémes intégrables,...), leur géométrie se révéle
trés riche et un des intéréts d’avoir une description explicite des variétés de
Prym est la possibilité de les appliquer & la théorie moderne des systémes
dynamiques algébriquement intégrables [1,4,5,6,7]. On considére deux courbes
algébriques complexes lisses C , Cy et une involution ¢ sur C échangeant les
feuillets d’un revétement ¢ : C — Cy double ramifié le long de Cy et tel que ¢
identifie Cy au quotient C/o. L’involution o induit une involution sur la variété
jacobienne Jac(C) et on montre que modulo un sous-groupe discret, la variété
Jac(C) se décompose en deux parties : une partie paire qui est Jac(Cp) et une
partie impaire qui n’est autre que la variété de Prym Prym(C/Cy). Nous dé-
terminons explicitement les matrices des périodes associées a Jac(Cy), Jac(C),
Prym(C/Cy) ainsi qu’au dual Prym*(C/Cy).

Théoréme 1 Soient C et Cy deur courbes algébriques compleres lisses, ¢ :
C — Cp, un revétement double étale et 0 : C — C, linvolution échangeant
les feuillets du revétement ¢ tel que celui-ci identifie Cy au quotient C/o. On
note encore o 'automorphisme induit sur la variété jacobienne Jac (C). Alors
modulo un sous-groupe discret, la variété jacobienne Jac(C) se décompose en
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deuz parties : une partie paire Jac (Co) et une partie impaire notée Prym(C/Co)
avec

Prym(C/C;) = (H (¢.9%)7) /(€. 2)",

ot Q est le faisceau des 1-formes différentielles holomorphes sur C, exposant
— désigne la partie five sous —o et x le dual. Plus précisement, on a

Jac(C) = Prym(C/Cy) & Jac (Cy) ,
avec

dim Jac (Cy) = go = genre de Cy,
dim Jac(C) = g¢g=2go+n—1= genre de C,
dim Prym(C/Co) = g—go=go +n+1,

ot 2n désigne le nombre de points de branchement. En outre si

g_(ABCDETF
“\¢H T JK L)

est la matrice des périodes de la variété jacobienne Jac(C) ou A, ..., L dési-
gnent les matrices en bloc (1), alors les matrices des périodes de Jac (Cy) , de
Prym (C/Cy) et du dual Prym* (C/Cy) de Prym (C/Cy), sont respectivement

A = (G H),
I = 24 B 2D E),

et
F*:(A B D E)

Démonstration : Soit O¢ le faisceau des fonctions holomorphes sur C. On note
S9(C) Pensemble des diviseurs positifs sur la courbe C et on définit sur cet
ensemble une relation d’équivalence : D; = D, si et seulement s’il existe une
fonction méromorphe f telle que : (f) = D1 — D; ou ce qui revient au méme

si et seulement si
Do
/ w:/w, VwEQé,
D1 o7

avec 7 un chemin fermé sur C. La variété jacobienne de C, est
Jac(C) = 57(C)/ =.
Autrement dit, on a

Jac(C) = Pic’(C) = {fibrés en droites de degré zéro}.
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Cette variété est un tore complexe de dimension g. En effet, en utilisant la
suite exponentielle exacte de faisceaux ainsi que la dualité, on montre que

Jac(C) H(C,0¢) /H' (C,7Z),
H' (C,Q) /H' (C.Z),
HO(Cv Qé)*/]-h(C’ Z),

C9/7%.

12

12

12

On a une application naturelle (Abel), donnée par

S9(C) — C9/Lg, Zuk»—>2/ (Wi, wy) =t (k1,0 k),

oit (wi,...,w,) est une base de Qf , Lq est le réseau défini par la matrice des
périodes Q et p,..., 1, sont des fonctions définies sur un ouvert de Zariski
par des relations algébriques. Par exemple, dans le cas particulier ol C est
hyperelliptique de genre g c¢’est-a-dire

C={(w,z2):w?=PF,(2)},
avec P, (z) un polynéme de degré 2g + 1 ou 2g + 2, on a

2dz 297 dz

W =——, W= ———, ..., Wy =

\/Pn(z)’ \/Pn(z)’ Y Pn(z)’
et
1y ldﬂk
= kudt, .. Z = kydt.

Z 1V P Mk 1V P Mk

Notons aussi qu’en genre 2, prmcipalement polarisé équivaut a hyperelliptique
ce qui montre que toute surface abélienne est isogéne a une jacobienne hy-
perelliptique. Revenons maintenant aux courbes C et Cy. Le genre g de C
s’exprime en fonction du genre gg de Cy & 'aide de la formule de Riemann-
Hurwitz, g = 2go +n — 1. Soit (a1,...,ag,...,ag,b1,..., by, ..., b,), une base
de cycles de C de telle facon que les indices d’intersection de cycles deux a
deux s’écrivent : (a;,b;) =1, 1 <i < g, tandis que les autres sont tous égals a
zéro. On a

o(a1) = agyin, - -, 0(ag) = ag,
0 (ago+1) = —Qgot1, - -+, 0 (Ago4n—1) = —Qgotn—1,

o (b1) = bgotns---, 0(bg,) = by,

9 <b90+1) = _bgo-i-lv cees O (b90+n—1) - _b90+n—1'
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Notons que ¢ (ag,+1) , - -9 (Agotn—1) ¢ (bgo+1) s - - -, © (bgy+n—1) sont homologues
a zéro dans Cy.

Soit (wy, . .., w,) une base de différentielles holomorphes sur C avec wyyn, - . ., Wy,
des différentielles holomorphes sur Cy et

—wj, 1<j<go+n—1,
wj, go+n<j<uy,

0" (wy) = {
le pullback de . Soit €2 la matrice des périodes de la variété jacobienne Jac(C).

On a
G H I J K L

ot A, ..., L désignent les matrices en bloc suivantes :

Q:(ABCDEF)7

a w1 PN fago w1

A= : : : (1)

fal w90+n—1 tU fago Wao+n—1
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fago+1 w1 ce fag0+n—1 w1
B — . .
ago+1 go+n 1 t fa90+n—1 ng*i’n*l
a90+n e fa_q w1
a90+n Wgotn—1 -+ fag Wgg+n—1
fbl w1 e fbgo w1
-[b1 go+n—1 e quo w90+n71
fb90+1 w1 ce fbg0+n L
E = :
fbgo+1 Wogtn—1 - fbgﬁn L Y0401
fbg(ﬁ-n fbg Wi
F= :
fbg0+n ngJrnfl ce fbg Wgo+n—1
fal w90+n ct fago ng"rn
G = : : ;
Jows o fago Wy
fag0+1 Woo+n - - fag0+n_1 Wyo+n
H = : :
fago+1 wg e fago+n,1 Wy
fa90+n w90+” e fag w90+n
] - : . y
fag0+n Wy R fag Wy
fbl Wyo+n -« - fbgo Wyo+n
J= : ,
|
fbgo+1 Weo+n -« - fbg0+n 1 Woo+n
K — .

fbgo+1 Wy .- fbgo+n_1 Wy
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‘[bgoJrn

L = :

Jo w, [, wy

go+n 9

/ w; = _/ Wy,
Agg+1 U(agoJrl)
*
= _/ 9 (wj)7
Ago+1

_ { fypon e 15 < g0+ 1,

wgo+n P fbg wgo+n

Notons que

90+n§]§ga

w .
ago+1 7

fa Wi, 1§]§go+n_1>
/ wj = o :
Gogin1 - . wj, gotn<j<y,

go+n—1
/ 1 J /
b90+ o

Wj,
(b90+1)
- -/ s
bgp+1

_ fbgoﬂwj’ 1§j§90+n_1’

w,
bgg+1 I

/ L Joyia @i lsj=sg+n—1,
bgg+1 ! - ] gO+n§j§gu

_ —fale, 1<i<go+n—1,
fa wj’ gO+n§J§gu
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_fa Wi, 1§j§90+n_17

Ju, @i o tn<i<g,

/ Wj = / wj,

b O'(bl)

= [ o),
b1

_ —fble, 1<j<go+n—1,
fble’ g0+n§]§g7

/ {_fb wja 1§]§90+n—1a
— 90

wj—

b

fb Wi, g0+n§j§g
90

Déslors, C = —-A, F=—-D, H=0,1=G, K=0, L =J,ou O est la
matrice nulle et donc

g9

Q:<AB—ADE—D)’

G O G J O J
E(Cl CQ Cg 04 C5 Cﬁ)

En effectuant des combinaisons simples sur les cycles ou ce qui revient au méme
sur les colonnes, on obtient les trois matrices suivantes :

Q= (C1 G Ci+C3 Cy C5 Cy+Cs ),

A B O D E O
G O 2G J O 2J )’

QW = (G C C1=Cy Oy C5 Ci—Cs ),

A B 2A D FE 2D
G O 0O J O 0 )’

Cs

B 2D E O O
O Y
@
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ou
fal CUg0+n B fago w90+n fbl wgo+n Ce fbgo wg0+n
fal Wg e fago Wg fb1 Wg . fbgo wg
I = (24 B 2D E), )
2w e 2w\
2 agy w1 e 2 fago wgoJrnil
ag0+1 wl .. fag0+1 wg0+n71
— fag0+n71 wl .. fago+n71 wgo-i—n—l
2 fbl wi oo 2 fbl Wyo4n—1
2 fbgo w1 e 2 fbgo wgo+n—1
fbgo+1 wl e bg0+1 w90+n_1
fbgg+n—1 Wi fbg0+n_1 Wgo+n—1
Soit
g w1 w1
LQ:{Zmi/ : +m/ : cmy,n; € L},
1=1 a; wy b; \

le réseau engendré par Z9 et les colonnes de la matrice des périodes €. De
méme, on désigne par Lo, , Lq,, Lo, et L les réseaux correspondants aux ma-
trices €y, 29, Q3 et A. On a Lo = Lo, = Lg, = Lg,. Dés lors, les applications

1
t1
cot L |t [ modLe > ©/La | 5 | modL,
tgo+n—1 :
0
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0
t1 :
C% /2L : : mod2La — C9/Lg : tol modLq,
tgo :
tgo

sont injectives. Les tores C*"~! /[ et C% /2L possédent donc un plonge-
ment dans CY9/Lq et Papplication

C9/Lg, = CO Y/ [ o C®/20Ln — C9/Lg,
131 131

: modLq, — : | modLgq,

ty ty

montre que la variété jacobienne Jac(Cy) coupe le tore C9T~1 /L en 229
points. D’aprés ce qui précéde, on a le diagramme suivant

C KerN,
lo l
C 5 Jac(0) & Jac (C)
% LN, TN
Co % Jac(Cy) L Jac*(Co)
L*
Jac(C) < HYC,0}) =~ HYCo, (p:0c)*)
lo N L Ny

Jac(C) —  Jac(Cy) — Hl(CmOéo)

ol
u : z > classe des diviseurs(z — p), p € C, fixé,
ug 2o+ classe des diviseurs(zg — po), po € Co, fixé avec pg = ¢(p),
N, : Jac(C) — Jac(Cy), Zmlpl — me Di)

est le morphisme norme.
Jac*(C) = dual de Jac(C) ,
Jac*(Cy) = dual de Jac(Cy).

Le morphisme norme N, est surjective. Les applications u et uo déterminent
des isomorphismes et a isomorphisme prés, la courbe C (resp. Cy) dépend de
3g — 3 (resp. 3go — 3) paramétres complexes, alors que la variété jacobienne
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Jac(C) (resp. Jac(Cy)) dépend de 3g(g+1) (resp. 390 (g0 + 1)) paramétres
complexes. En outre, la duale Jac* (C) de Jac(C) est isomorphe a Jac(C). La
variété de Prym notée Prym(C/Cy) ou Prym,(C) est définie par

Prym(C/Co) = (H° (C,04)7) /Hi(C,2)",
ou 'exposant — désigne la partie fixe sous —o et x le dual. Autrement dit,

Prym(C/Cy) est la composante connexe a lorigine de la partie fixe sous —o.
Soit D € Prym(C/Cy) c’est-a-dire

0
0 L
D S Q)
2.[0 Wgo+n
D
2 fy wy
ce qui est équivalent &
D
fo Wyo+n
: € La,
D
Jo wg
ou encore
D
fo w1 131
D
fo Wootn-1 | _ | tgotn—1
b B 0
fo Wyo+n
K :
fo Wy 0
Par conséquent, 'application d’Abel-Jacobi
D
Jo w1

o
Jac(C) — C?/Lq, D +— Jo Dwgﬁ"*l :
fo Wyo+n

)
Jo wg
applique de maniére bihomorphe la variété Prym(C/Cy)) dans le tore C9+"~1 /L.
D’aprés le théoréme de Chow, Prym(C/Cy) est une sous-variété abélienne de
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Jac (C) . Plus précisément, puisque Prym(C/Cy) est la composante neutre de
KerN,, on a

Prym(C/Cy) = (KerN,)’,
Ker(lJac(C) + 0)07
= Im(1ljaec) — o) C Jac(C).
Autrement dit, 'involution ¢ induit une involution

o : Jac(C) — Jac(C), classe de D —— classe de oD,

et modulo un sous-groupe discret, la variété jacobienne Jac(C) se décompose
en deux parties : une partie paire Jac (Cp) et une partie impaire Prym(C/Cy).
On a

Jac(C) = Prym(C/Co) & Jac (Cy),

avec

dim Jac(Cy) = go,
dim Jac() = g=2go+n—1,
dim Prym(C/Cy) = g—go=¢go+n — 1.
D’aprés ce qui précéde, A (2) est la matrice des périodes de Jac (Cy) tandis
que I" (3) est celle de Prym(C/Cy). Pour déterminer la matrice des périodes du

duale Prym*(C/Cy), écrivons la matrice des périodes I' de Prym(C/Cy) sous
la forme I' = (U, V), ou

2 a w1 e 2 fago w1 fago“rl w1 Ce fag(]+n71 w1
U= : : : :
2 fal Wgo+n—1 - - - 2 fago Wgo+n—1 fa90+1 Weo+n—1 -« fag0+n_1 Wgo+n—1
2 fbl w1 - 2 fbgo w1 fbg0+1 w1 - fbgo+n—1 w
V= : E E :
2 fbl Wgo+n—1 - - - 2 fbgo Woo+n—1 f;)gOH Weo+n—1 -« fbg0+n71 Wgo+n—1
Posons
2 w
2 ai wi Qg9 !
€1 = . ) y €go = . )
2 fal Wgo+n—1 2 fago Wgo+n—1
fa90+1 w1 fag()«knfl w1
€go+1 = -+ Cgotn—1 = :

fag0+1 fagg-‘rn—l wg0+n71
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On peut choisir une nouvelle base (A, ..., A\g4n_1) avec

; 1 1< <
)\j: ’ (S]:{ pour >~ J = Yo,

€j
d; 2 pourgo+1<j<go+n-—1,

de telle fagon que la matrice des périodes I' s’exprime sous la forme (Aj, Z),
ot As = diag(dy,...,5,) et Z = AsU'V, est une matrice symétrique, a partie
imaginaire définie positive. Dés lors,

" = (5go+n—1Agl7 5go+n—1A§_IZA§_1) )

(5go+n*1A6717 590+n*1U71VA571>7
= (590_,_”_1Agl, 59(1+n—1A5_1 (U*)il V*) .

Donc
r-=u+vy)=(A B D E),

est la matrice des périodes du dual Prym*(C/Cy). Ceci achéve la démonstration
du théoréme.
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