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Introduction

Les surfaces de Riemann interviennent souvent lors de la résolution de
problémes aussi bien théoriques que pratiques et sont la source de plusieurs
domaines de la recherche contemporaine. Dans ce cours, on étudie les courbes
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algébriques (projectives lisses) ou surfaces de Riemann compactes X. Ce sont
des variétés analytiques de dimension 1 complexe (2 réelle) munies d’atlas dont
les changements de cartes sont holomorphes. On montre que X est homéo-
morphe a un tore a g trous (ou sphére & g anses) pour un certain entier g > 0.
Le nombre g est le genre de X. Celui-ci est la dimension de 1’espace vectoriel
complexe H' (X, Ox) (1 groupe de cohomologie & coefficients dans le faisceau
Ox des fonctions holomorphes sur X). On montre aussi que c’est le nombre
des intégrales abéliennes de 1¥°espéce attachées a la courbe X, linéairement
indépendants. Un cas particulier important est représenté par les courbes hy-
perelliptiques de genre g ainsi que les courbes elliptiques (g = 1). Nous allons
tout d’abord construire le plus intuitivement possible la surface de Riemann
dans le cas elliptique et hyperelliptique. On étudie ensuite les différentielles
abéliennes, les relations bilinéaires de Riemann et la matrice des périodes.
Aprés avoir rappelé les définitions et propriétés des diviseurs et des fibrés en
droites nécessaires a la compréhension des résultats principaux de cette section,
on aborde le théoréme de Riemann-Roch. Ce dernier est un résultat central
de la théorie des surfaces de Riemann compactes. Il permet, entre autres, de
définir le genre d’une surface de Riemann qui est un invariant fondamental.
Il s’agit d’un théoréme d’existence efficace qui permet, entre autres, de déter-
miner le nombre de fonctions méromorphes linéairement indépendantes ayant
certaines restrictions sur leurs poles. A cause de I'importance de ce théoréme,
nous donnons une preuve détaillée constructive bien qu’un peu technique. Nous
mentionnons quelques conséquences de ce théoréme et nous donnons également
une preuve analytique de I'importante formule de Riemann-Hurwitz. Elle ex-
prime le genre d’une surface de Riemann a ’aide du nombre de ses points de
ramifications et du nombre de ses feuillets. Nous montrons que cette formule
fournit un moyen efficace pour déterminer le genre d’une surface de Riemann
donnée. En outre plusieurs exemples intéressants seront étudiés. Deux autres
théorémes, celui d’Abel et celui de Jacobi, de nature transcendante et considé-
rés comme importants de la théorie des surfaces de Riemann compactes sont
étudiés en détail. Le théoréme d’Abel classifie les diviseurs par leurs images
dans la variété jacobienne (tore complexe algébrique) tandis que le probléme
d’inversion de Jacobi concerne I'existence d’un diviseur qui soit I'image inverse
d’un point arbitraire sur la variété jacobienne. Les surfaces de Riemann sont
des objets d’une extraordinaire richesse qui apparaissent dans de nombreux
champs des mathématiques : géométrie et topologie différentielle, théorie des
nombres, topologie algébrique, géométrie algébrique, systémes intégrables,...
et sont la source de plusieurs domaines de la recherche contemporaine. Nous
allons étudier ces surfaces avec une approche de géométrie complexe.
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1 Courbes elliptiques et hyperelliptiques

Rappelons qu’en général, la définition d’une fonction fait qu’a une valeur de
la variable correspond une seule valeur de la fonction. Dans certains cas, cela
n’est pas trés naturel car I'usage des fonctions complexes n’est pas simple. Lors
de la définition de telles fonctions, on rencontre généralement des difficultés au
niveau de la détermination de I'image : non unicité, défaut de continuité. On
parle dans ce cas de fonction multiforme. Si la définition, par exemple, de la
fonction carrée 22, de la fonction inverse i, de la fonction exponentielle exp z,
etc... ne pose pas de problémes majeurs, il n’en va pas de méme, par exemple,
avec les tentatives de définition de la fonction racine carrée /z, la fonction
logarithme complexe log z, etc... Considérons par exemple la fonction /z sur
I’ensemble des nombres complexes C. Si z est un nombre complexe, on peut
I’écrire :

= 7"62(9+2k7r),

ol 7 est le module de z et 0 est un argument de z, défini a 2k7 preés. Lorsque
k décrit 'ensemble des entiers relatifs Z, z reste inchangé. Les racines carrées
de z dans C sont alors \/?ei(g+k”). Supposons que le nombre complexe z décrit
un cercle ne contenant pas l'origine, son argument augmente puis revient a sa
valeur initiale aprés un tour complet. Par contre, si z décrit un cercle contenant
0, alors son argument augmente de 27 : z reprend donc sa valeur initiale mais,
pendant ce temps, 'argument de la racine carrée choisie verra son argument
augmenter de 7. Au final, on retombe sur 'autre détermination de la racine
carrée! L’origine 0 qui pose ici probléme, est appelé point de branchement ou
de ramification pour la fonction racine carrée : elle est une fonction multiforme
autour de 0. On est donc en présence d’une fonction multiforme : deux images
opposées. Si z est non nul, il existe deux valeurs possibles pour /2, et il n’y
a pas de raison de préférer I'une a 'autre. Laquelle choisir ? Probléme a priori
insoluble quel que soit le choix car nous travaillons ici dans C.

Les calculs faisant intervenir des fonctions multiformes sont parfois lourds
et compliqués. Riemann a eu I'idée de transformer les fonctions multiformes en
fonctions uniformes (un point n’a qu’une seule image), en modifiant le domaine
de définition. Il recolle pour cela continiment plusieurs représentations du
domaine de définition, les feuillets, et obtient le concept de surface de Riemann.
Partant de diverses fonctions multiformes sur C, on peut les rendre uniformes
en remplacant leur domaine C par une surface de Riemann; c’est le procédé
d’uniformisation. Quoi qu’il semble compliqué & priori de remplacer C par une
surface, on peut se dire que cette surface est le domaine naturel sur lequel la
fonction est définie, ce qui justifie son introduction. Parmi les problémes qui se
posent, on ne peut pas définir de facon cohérente les opérations de calcul sur
les fonctions multiformes : par exemple que vaut (++/z & +/2) 7 Sur la surface
de Riemann de /2, cette complication n’existe pas. Plus précisément, pour
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remédier a ce probléme, Riemann imagine un artifice redéfinissant ’ensemble
de définition des fonctions complexes : on parle aujourd’hui de surfaces de
Riemann sur lesquelles ces fonctions redeviennent uniformes (nos fonctions
usuelles : 'image est unique). Pour la fonction /z, on clone le plan complexe
que l'on représente par deux feuillets reliés entre eux par le demi-axe positif,
appelé coupure. Aucun cercle autour de 0 ne doit franchir cette coupure a
moins de passer d’un feuillet a 'autre ou inversement. Dans ces conditions, z
ne reprendra sa valeur initiale qu’au bout de deux tours. Ayant fait le choix
d’une détermination de la racine carrée, celle-ci devient uniforme sur la surface
de Riemann (ici la sphére de Riemann), ce qui autorise alors la notation +/z.

Passons maintenant a la construction de la surface de Riemann dans le cas
elliptique et hyperelliptique. Soit

w? = Py(2),

ou Ps3(z) est un polynome de degré 3, ayant trois racines distinctes eq, eq, 3.
Considérons
C—C, zr— w:w?= Ps(2),

Il est évident que w n’est pas une fonction (uniforme). A chaque valeur de z
correspond deux valeurs différentes de w sauf quand z = e, 2 = e5 et 2 = e3.
En ces points, w est univaluée : en effet, on a

w ==+ Pg(@i):O,

une seule valeur. Tous les points & l'infini dans toutes les directions seront
identifiés en un seul point que l'on désigne par co. Au point z = oo, w est
aussi univaluée : en effet, posons z = %, d’ou

e-n()- (o) o))
B

Par conséquent, lir%w = 400 c’est-a-dire oo, une seule valeur.
t—

Notre probléme consiste & uniformiser w, autrement dit, on cherche un
domaine sur lequel w est une fonction (uniforme). Auparavant, étudions le
comportement de w au voisinage des racines de P;(z) = 0 c’est-a-dire ey, ey, €3
ainsi qu’au voisinage du point a l'infini co. Si z décrit un circuit (c’est-a-dire
un chemin fermé, par exemple un cercle) entourant un des points ey, ey, €3 et
00, alors w change de signe : en effet, supposons que z décrit un cercle centré
en e; et posons

z—e =re?
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ot 7 est le module de z — e; et 6 son argument. Evidemment r ne change pas

tandis que 6 varie de 0 & 27. Au voisinage de e, w = /Ps(z) se comporte
comme '

w=+/2 — e =292
Dés lors, pour # = 0, on a w = /2 tandis que pour 0 = 27, on a w = —r'/2.

Si on refait de nouveau un tour complet autour de z = e, 'argument 6 varie
de 27 a 47 et alors on obtient r'/? qui est la valeur de départ. Pour z = e,
ou z = eg, il suffit d’utiliser un raisonnement similaire au cas précédent. En
ce qui concerne le point 0o, on pose comme précédemment z = % et on étudie
w? = P (1) au voisinage de ¢t = 0. On a

1
we~ = = +173/2,
t3

Soit t = re®. Autour de t = 0, w se comporte comme

w— t73/2 — 3/2,-3i6/2

Dés lors, pour # =0, on a w = 7%/ et pour § = 27, on a w = —r—%/2. Comme

précédemment, si ¢ refait de nouveau un tour complet, w reprend la valeur de
départ c’est-a~dire r—3/2.

Passons maintenant a la construction du domaine sur lequel w serait une
fonction uniforme. Cette construction se fera en plusieurs étapes :

1°7¢ étape : Prenons deux copies ou feuillets o, et oo du plan complexe
compactifié C U {oo} ou ce qui revient au méme de la sphére de Riemann
puisqu’ils sont homéomorphes. Placons le feuillet o1 au dessus de oy et sur
chacun de ces feuillets marquons les points ey, eq, e3,00. Supposons que les
points de o7 seront envoyés sur

w=+/(z—e1)(z—e2) (2 — e3),

et que ceux de oy seront envoyés sur

w = —\/(2—61)<Z—62) (z — e3).

étape : Dans chaque feuillet, faisons deux coupures : une le long de
la courbe reliant le point e; au point e; et I'autre le long de la courbe reliant
le point es au point co. Désignons par Ay, By, C1, Dy (resp. Aa, By, Cy, Dy) les
bords des coupures dans le feuillet o1 (resp. 02). Rappelons que w change de
signe lorsque ’on tourne d’un tour autour d’un des points ey, es, €3, 00. Donc
en allant de A; a Bj, on change le signe de w c’est-a-dire on passe sur 'autre
feuillet, 1a ot w a I'autre signe. De méme pour les bords As et By, C; et Dy, Cy
et Do. Par conséquent, w a la méme valeur sur A; et By, sur B et Ay, sur C
et Dy et enfin sur D et Cs.

2éme
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3¢me gtape : On identifie les bords suivants : Ay & By, By 4 Ay, Cy 4 Dy et
D1 a Cs. Aprés recollement, on obtient un tore & un trou.

La surface a deux feuillets obtenue s’appelle surface de Riemann elliptique
ou courbe elliptique associée a I’équation :

w® = (z —e1)(z — ex)(2 — e3).

Sur cette surface, w est une fonction uniforme. Lorsqu’on tourne autour d'un
des points eq, es, €3, ou 00, on passe d’un feuillet & autre. En ces points les
deux feuillets se joignent et on les appellent points de branchement ou de
ramification de la surface.

Remarque 1.1 a) Si w? = Py(z), ot Py(z) est un polynome de degré 4,
ayant quatre racines distinctes ey, es, €3, ey, alors on obtient aussi une courbe
elliptique. Les points de branchements sont ey, es, ez et eq. Notons que si

w? = (z—e1)(z—e) (2 —e3) (2 —e4),

alors la transformation

Y 1
(w2 (Lot 1),

ramene cette équation a la forme
y? = (14 (e1 —ex)x) (1 + (61 —e3)w) (14 (e1 —ey) ).
b) Signalons enfin que si
w® — P,(2) =0,

ot P,(z) est un polynome de degré n supérieur ot égal 4 5, ayant n racines
distinctes, alors on obtient ce qu’on appelle surface de Riemann hyperelliptique
ou courbe hyperelliptique. Plus précisément, une surface de Riemann hyperel-
liptique ou courbe hyperelliptique de genre g se définit par une équation de la
forme
w? = Py(z) = { Dna(e) sin=29+1
Poyio(z) sin=2g+2

ou ng+1(z) et 1529+2(z) sont des polynomes sans racines multiples. On a

n g (genre) Surface de Riemann
1ou 2 0 sphere de Riemann
3 ou 4 1 elliptique a un trou
Hdoub 2 hyperelliptique @ deuz trous
7 ou 8 3 hyperelliptique a trois trous
n ["T_l} (partie entiére) | hyperelliptique a [”T_l} trous
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2 Etude géométrique et topologique

Une surface de Riemann est une variété différentiable de dimension 1 com-
plexe (2 réelle) munie d’un atlas dont les changements de cartes sont holo-
morphes. Un théoréme de Riemann affirme que toute surface de Riemann
compacte X est (isomorphe a) une courbe algébrique (projective lisse), i.e.,
peut-étre définie par des équations algébriques. Soit

X ={(w,2) € C*: F(w,z) =0},
une courbe algébrique affine plane ou
F(w, ) = po(2)w™ 4+ pr(2)w" ™ + - 4+ pu(2), (2.1)

est un polynome a deux variable complexes w et z, de degré n en w et irré-
ductible (i.e., sans facteurs multiples ou encore ne soit pas le produit de deux
autres polynomes en w et z). Ici po(2) # 0, p1(2), . . ., pn(2) sont des polynomes
en z. Pour qu'une telle courbe soit lisse (on dit aussi non-singuliére), il suffit

que les fonctions £ %—f ne s’annulent identiquement sur aucune composante

ow’
grad F' = <8—F 8—F> # 0

de X ou encore que :
ow’ 0z

Tout au long de ce travail', nous supposerons ces conditions satisfaites. Nous
montrerons que X est homéomorphe a un tore a g trous (ou sphére a g anses)
pour un certain entier g > 0, appelé genre de X. Un cas particulier important
est représenté par les courbes hyperelliptiques ? de genre g d’équation

F(w,2) = w® — pu(z) =0,

ou p,(z) est un polynéome sans racines multiples, de degré n = 2g+1 ou 29+ 2.
Rappelons que lorsque g = 1, on dit courbes elliptiques.

Exercice 2.1 Montrer que la courbe définie par léquation

SM
I
—=

(Z - Zk)?

k=1

est non-singuliere si et seulement si 21, ..., z, sont distincts.

IDans la théorie des fonctions d’une variable complexe, on rencontre aussi des surfaces
de Riemann plus compliquées (non-algébriques) ou F(w,z) n’est pas un polynéme. Par
exemple, 'équation eV — z = 0 détermine la surface de Riemann du logarithme. De telles
surfaces de Riemann ne seront pas considérées ici.

2Dans la section 1, I’étude de ces courbes a été faite le plus intuitivement possible.
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Considérons donc I'équation (2.1). A chaque valeur de z correspond n va-
leurs de w. Notre probléme consiste a trouver un domaine pour lequel

C—C, zr—w:F(wz) =0,

soit une fonction uniforme. Désignons par zi, ..., 2, les zéros de po(z) et les
zéros communs de F(w,z) = 0 et 25(w,2) = 0. Ce sont les valeurs pour
lesquelles F(w, z) a un zéro double en w. Soit C = C U {oo} le plan complexe
compactifié ou sphére de Riemann puisqu’ils sont homéomorphes. En résolvant
'équation F(w,z) = 0 pour z € C\{z1, ..., zn}, on obtient n solutions wy(z),
k=1,2,....,n.

Théoréme 2.1 Les solutions wy(z) sont localement analytiques.

Démonstration : Posons z = x + iy et w = u + w ou u = u(z,y), v =v(x,y).
Donc
F(w7 z) - G(u7 U? ZI/’, y) + ZH(“? U? x? y)7

ou G et H sont des polynomes. Par conséquent

G(“? v7 x7 y) = 07
H(u,v,z,y) = 0.

Flw,z)=0 <= {
Fixons un point zy = o + iyo € C\{z1, ..., z2m }. L’équation

F(w,z) =0,

a exactement n racines distinctes : w = wo, Woo, ..., Wo,. Afin de ne pas alourdir
les notations, on désignons par wy = ug+1vy I'une de ces racines. Pour pouvoir
appliquer le théoréme des fonctions implicites, il suffit de vérifier que

G 9G
det(eﬁl% élH)
ou v

est non nul en (ug, vg). En effet, pour z fixé, F(w, zp) est un polynoéme en w et
donc F'(w, zp) est analytique. D’apreés les équations de Cauchy-Riemann, on a

o0 _ on
ou  Ov’
oG OH

dv Ou’
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et dés lors
det g—G % B 0GOH 0GOH
¢ 3—5 8—{3  Ou v ov Ju
_(96Y, (oY’
n ou ou )’
_ oG, omp
| ou ou |’
_ |orf
| ou
De méme, on a
oG oG oF |
ou ov v
Donc pour que
G 9G
w(§ 5 )0
Bu  ov
il suffit que
OF |° OF |
Em #0 — D0 # 0,
ou encore )
oF
0 # 0.

Or par hypothése, ’équation F'(w, z) = 0 n’a pas de racines doubles en w pour

z fixé, i.e.,
oF

%(wo, ZO) 7é O

Par le théoréme des fontions implicites, on peut résoudre w en fonction de z
et exprimer que w est différentiable dans un voisinage de z. Pour montrer que
w = w(z) est analytique, on va vérifier que les équations de Cauchy-Riemann

ou  Ov
or oy
ov ou
or Oy

sont satisfaites. En effet, comme F'(w, z) = 0, alors

OF  9Fdw OF

o owor ar Y
OF OF w = OF _



A. Lesfari (Surfaces de Riemann) 10

On multiplie la deuxiéme équation par ¢ et on fait la somme avec la premiére.

On obtient
OF [ ow N Ow 0
— | =—+i— | =0.
ow \ Ox oy
Or g—i(wo, 2p) # 0, donc la seule possibilité qui reste est
ow Ow
_— = —
Ox oy’
ie.,

ou . Ov Oou Ov

% + Z% = —Za—y + a—y,

ce qui achéve la démonstration. [J

Nous allons montrer que I'on peut prolonger analytiquement wy = wy(2)
sur tout C\{z1, ..., zm} et chaque fonction ainsi obtenue satisfait & 1’équation
F(w, z) = 0. Mais auparavant nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Soit D(a,r,) un disque de centre a et de rayon r, et soit f une fonction ana-
lytique sur D(a,r,). Cette fonction admet un développement en série entiére
convergente de la forme

f(z) = f(a) +ai(z —a) + as(z —a)* + -

Proposition 2.2 Soit b € D(a,r,). La fonction f admet un développement
en série entiére convergente autour de b de la forme

F(2) = F(b) + by (z = b) +ba(z — b)* + - --
Démonstration : Posons z —a = (z —b) + (b — a), d’on
f(z) = fla)+a(b—a)+as(b—a)*+---
tai(z —b) +2az(b—a)(z —b) + -+ az(z — b)> + - --
On en déduit que
Fb) = fla)+ai(b—a)+ab—a)+---

bl = a1—|—2a2(b—a)+---
by = ast -

et
f(z) = f(b) +bi(z —a) +by(z —a)® +--- (2.2)

Cette série converge en tout point du disque D(a,r,). Cherchons maintenant le
disque D(b, 13,) de centre b et de rayon ry, dans lequel la série (2.2) converge. On
sait que 1, > ro— | b—a |> 0, et il se peut aussi qu’on ait r, > r,— | b—a |> 0.
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Si tel est le cas, la série (2.2) convergera aussi a l'extérieur du disque D(a,r,),
a savoir dans le domaine du disque D(b, 1) extérieur au disque D(a,r,) et la
proposition est démontrée. []

Soit f une fonction analytique sur D(a,r,) et soit b un point en dehors de
D(a,r,). On veut construire un prolongement analytique de f au point b. Du
point a au point b, tragons un chemin C. Soit ¢; € C N D(a,r,). On sait que la
fonction f peut-étre développée en série entiére de z — ¢y car ¢; € D(a,r,). Soit
Dy, le disque de centre c; dans lequel le développement obtenu est convergeant.
Soit ¢o € Dy un point se trouvant sur le chemin entre ¢; et b. En ce point, f
admet un prolongement analytique. Soit D-, le disque de centre cy dans lequel
le développement obtenu est convergeant. De proche en proche, on avance pro-
gressivement sur C, vers le point b. Quand b sera dans un disque D,, de centre
Cn, on prendra b pour c,,; et ainsi on obtiendra le prolongement analytique
cherché. Signalons que cette construction ne démontre pas I’existence du pro-
longement analytique. Nous avons montré qu’en tout point z € C\{z1, ..., zn },
les solutions wg(z), k = 1,2,...,n de I'équation F(w,z) = 0 sont localement
analytiques. En outre, on a

Théoréme 2.3 On peut prolonger analytiquement les fonctions wy = w(2)
sur tout C\{z1, ..., zm} et chaque fonction ainsi obtenue satisfait a I’équation :
F(w, z) =0.

Démonstration : Soit zy € C\{21, ..., 2z }. D’aprés les résultats précédents, on
peut prolonger analytiquement wy, le long de tous les chemins contenus dans un
voisinage suffisamment petit de zy. Pour le reste, on va utiliser un raisonnement
par 'absurde. Supposons qu’il existe un point a et un chemin C de zy vers a, de
sorte que 1’on puisse prolonger wy le long de C jusqu’a tous les points b avant
a, mais pas jusqu'au a. Dans D(a,r,), elles existent n séries entiéres wy(z) qui
satisfont a 'équation F(wg(z),2) = 0 et qui en donnent toutes les solutions.
Choisissons b, de sorte que la partie du chemin C comprise entre a et b, soit
entiérement incluse dans le disque D(a,r,). Considérons la série w(z) résultant
du prolongement analytique de wy(2) de 2y jusqu’au b, le long du chemin C.
D’aprés ce qui précéde, on a F(w(z),z) = 0 dans un disque D(b,13,) autour
du point b. Donc dans un disque D(b,r) de rayon r = min(r,— | a — b |, 1),
w(z) doit coincider avec 'une des wg(z) puisque dans ce disque toutes les
solutions de I’équation F'(w, z) = 0 sont données par les fonctions wy(2) et que
F(w(z),z) = 0. Soit w; qui coincide avec w dans D(b,r). Donc wg(z) peut-
étre prolongé de b vers a le long de C. Ceci contredit I’hypothése de départ et
démontre le théoréeme. [J

On veut que le prolongement ne dépend pas du chemin. On utilise a cette fin
le théoréme de monodromie®. Nous allons tout d’abord modifier C\{z1, ..., 2, }

3Théoréme (de monodromie [23]) : Soit f une fonction analytique dans un voisinage de
a et soit D un domaine simplement connexe. On suppose que pour tout z € D, il existe un



A. Lesfari (Surfaces de Riemann) 12

pour obtenir une surface simplement connexe. On procéde comme suit : Soit
z* € C\{z1, ..., zm } un point arbitraire et considérons m-+1 chemins Ly, ..., L, 11
de z* jusque 21, ..., 2,11 = 00 respectivement. On suppose que chaque L£; ne
se recoupe pas et que £, N L; = {z*}, pour tout 7 # j, (i, =1,...,m+1). En
faisant des coupures le long de ces chemins, on obtient une surface

= (C\{z1, ..., 2m}) \U£i>

homéomorphe a un disque, donc simplement connexe.

Proposition 2.4 Sur la surface o, le prolongement analytique des wg(z) ne
dépend pas du chemin.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser le théoréme de monodromie, la construction
de la surface o et la proposition est démontrée. []

Considérons une coupure le long de £; et la solution wy(z). On tourne
autour de z; pour atteindre l'autre coupure. Ceci revient a transformer la
solution wy(z) en une solution wy, (2). Donc pour chaque j fixé, on a une
permutation 7; qui transforme k en [,. Prenons n copies o1, ...,0, de o et
identifions le bord B; de o; avec le bord A; de Ok=r,(i)- On identifie ainsi tous
les bords deux & deux et on obtient une surface compacte. Nous allons montrer
que cette surface, notée X, est connexe. Mais avant cela, nous aurons besoin
de quelques résultats d’algébre concernant les résultants.

Soient
f(z) = apz™ +ax™ ' 4 -- H T —ag), agF#0,
g(z) = box" +bpx" 4 - H (x —B;), bo#0,

deux polynomes de degré m et n respectivement. Ici (o, ..., o) et (01, ..., Bn)
désignent les racines des polynomes f et g respectivement. Le résultant des po-
lynomes [ et g, noté Rés(f,g), est le déterminant de leur matrice de Sylvester,

chemin de a vers x tel que f peut-étre prolongée analytiquement en z. Alors ce prolongement
ne dépend pas du chemin suivi.



A. Lesfari (Surfaces de Riemann)

i.e., le déterminant de la matrice carrée d’ordre (m + n) suivante :

13

ap aq Ay 0 0
0 ayp ag Um

: ' 0
0O ... 0 a a1 ... A,
b b1 ... b, 0 0
0 by b b, O 0
O ... ... 0 by by ... ... b,

Proposition 2.5 Les polynomes [ et g ont un facteur commun non nul si et
seulement si il existe deuzr polyndémes F' et G de degré strictement inférieur a
m et n respectivement tels que : fG = gF.

Démonstration : On a

fo= Afpafre
ny no

g = Bgi"gy*..90,

ou fi", ..., f', 91", ..., g% sont des polynomes irréductibles et A, B sont des

constantes. Supposons que f et g ont un facteur commun non nul, disons
f1 = g1. Considérons les polynémes

pof

fi

¢ = 2.

g1
D’ou deg F deg f =m, deg G = deg g =n, et
fG = & = ﬁ =gF.

g1 fi

Réciproquement, on a
JG = gF,

avec deg F' < m et deg G < n. Supposons que f et g n’ont pas de facteur
commun. Dans ce cas, puisque

Afi 3 fm.G = Bgitgy®...guc  F,

alors pour tout j =1,2,...,r, fjmj doit apparaitre comme facteur dans F, i.e.,
f doit diviser F' donc deg f < deg F' ce qui est absurde car par hypothése
deg F' < m et la démonstration s’achéve. [
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Proposition 2.6 Les polynomes [ et g ont un facteur commun non nul si et
seulement si Rés(f,g) = 0.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, les polynomes f et g ont
un facteur commun non nul si et seulement si il existe deux polynomes

F(.’E) = AQ(Em_l + All’m_z + -+ Amfl,
G(z) = Byx" '+ Biz" ?+ -4 By,

tels que : fG = gF, i.e.,
(apx™+- - -+ ) (Box" 4+ 4+ Bp_1) = (box"+- - -4by) (Apx™ 4 4+ Ap_y).

On identifie les coeflicients :

I’ernil . (J,QBO = boAQ,
xm+n—2 . CL()Bl + (ZlBO = boAl + blAQ,
20 AmBn_1 =b,A,,_1.

D’ou

CL()B() - bvo = 0,
a130 + CL()Bl - blAO - boAl == 07

A Bp—1 — bnAmfl = 0.

On obtient un systéme linéaire homogéne de (m +n) équations dont les incon-
nues sont By, ..., B,_1, Ap, , Am_1. Ce systéme admet une solution non triviale
si et seulement si

aw 0 ... 0 —by O ... 0
a, ag - 1 —by —b :
ap - 0 : =bp .0
A=det| ¢, + . a —b, = . —by |=0.
0O a, : a 0 =b, : =b
0 ... 0 a, 0 ... 0 —b,

En mettant en évidence le signe — dans les m derniéres colonnes et en tenant
compte du fait que le déterminant de la transposée d’une matrice est le méme
que celui de la matrice initiale, on obtient A = £Rés(f, g), et le résultat en
découle. [J
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Proposition 2.7 Il existe deuz polyndomes F' et G de degré strictement infé-
rieur a m et n respectivement tels que :

fG—gF = Rés(f,g),

= polynome en les coefficients de f et g,

= apby’ HH(O% - ﬁj)?

k=1 j=1

= ag [ ] glow),
k=1

n
= (- []£8)).
j=1
Démonstration : Si f et g ont un facteur commun, alors d’aprés ce qui précéde
les polynomes F' et GG existent et on a

fG — gF = 0= Rés(f, g).
Si f et g n’ont pas de facteur commun, alors on cherche F et G tels que :

fG — gF = Res(f. g).

En raisonnant comme dans la proposition précédente, on obtient un systéme
non homogéne ayant une solution non nulle. Autrement dit, le déterminant
A utilisé dans la preuve de la proposition précédente est nul ou ce qui est
équivalent f et g n’ont pas de facteur commun, ce qui est vrai par hypothése
et achéve la démonstration. [

Soient v, ..., ay, les m racines du polynome f comptées avec multiplicité.
Le discriminant de f, noté Disc(f), est

, i m(m—1)
Dise(f) = ag"*(=1)"= [[(ai — ),
i#]

= a"? H (o — ;).

1<j<i<m

Proposition 2.8 Le résultant de f et de son polynome dérivé f' est

m(m—1)

Rés(f, ') = (~1)"“5 agDisc(f).

Démonstration : On a

flo) = ao[J(@— ),

fl@) = aoy [ —ay).

k=1 j#k
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En remplagant dans cette derniére équation x par «;, on constate que tous les
termes s’annulent sauf le i-éme et dés lors

f’(ai) = Qo H(CYZ — Oéj).
j#i

Par ailleurs, on sait que
Res(f.f) = ag = ] /().
i=1
= oy [ J(as — o).

J#1
Notons que dans le produit ci-dessus, il y a m(m — 1) facteurs. Comme chacun

de ces derniers s’écrit sous la forme «; — «; et sous la forme a; — «;, alors leur
J 7 )
m(m—1)
2

produit est (—1)(a; — a;)?. En tenant compte du fait qu’il y a paires

d’indices 7, j avec 1 < 7 <1 < m, alors

’ m(m—1) _
Res(f,f) = (=17 o™ ] (-0,
1<5<i<m
m(m—1)

= (=1)" 2 agDisc(f),

et la proposition est démontrée. []
On déduit des propositions précédentes le résultat suivant :

Proposition 2.9 Le discriminant du polynome f est nul si et seulement si
les polynémes f et f' ont un facteur en commun non constant ou encore si et
seulement si le polynome [ admet une racine multiple.

Nous passons maintenant a la preuve de la connexité de la surface de Rie-
mann X construite précédemment.

Théoréme 2.10 La surface de Riemann X obtenue est connere.

Démonstration : Supposons que X n’est pas connexe. Il est donc possible de
numéroter les copies o1, ..., 0, de o de sorte que les k premiéres o4, ..., 0%, k < n,
soient reliées entre elles, formant ainsi une des composantes connexes de X.
Du point de vue des permutations, cela signifie que si m; envoit les indices
1 = 1,...,n sur les indices ji, ..., Jn, alors ji,..., jx est une permutation des
indices 1,....,k et jri1,...,Jn €st une permutation des indices k + 1,...,n. On
considére

Plw,z) = po(Z)H(w—wi(Z)),

Gw,z) = (w—wi(2))...(w—w(2)),
= w' — Byt 4 Bt — o (2D)RE,,
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ou

k

E, = E w;(z),
i=1
k

E2 = E w;wj,
i,j=1
1<j

Ek = E wil...wij,

sont des polynomes symétriques en wy, ..., wg. Ce sont des fonctions ration-
nelles. En effet, la permutation m;(j = 1,...,m + 1) transforme I’ensemble
{wy,...,wr} en lui méme. Comme FEj sont des polynoémes symétriques en
wy, ..., W, alors cette permutation transforme aussi Ejy en FEj. Pour passer
les coupures L;, on applique la permutation 7; qui conserve la valeur de £},
donc Ej(z) est univaluée sur o. En outre Ej est holomorphe sauf peut-étre
aux points de branchement ou elle pourrait éventuellement avoir des poles.
Donc FEj est méromophe et par conséquent rationnelle. Dés lors G(w, z) est
une fonction rationnelle en w et z. En multipliant G(w, z) par le dénominateur
commun des Ej, on obtient un polynéme Q(w, z) de degré k en w et dont les
racines sont les fonctions wy, ..., w,. D’aprés la proposition 2.7, il existe deux
polynomes U et V tels que :

UP + V@ = polynéme (résultant) R(z) en z.

Par hypothése P est irréductible. Comme deg () < deg P, P et () sont premiers
entre eux, donc ces polyndémes n’ont pas de facteur commun et par conséquent
R(z) # 0. Mais que vaut 'expression

UP+VQ=R(z), Vz
pour les valeurs particuliéres w = w;(2),1 <j <k? On a
UP+VQ |w:w].(z)= U0+V0=0= R(Z)

Donc R(z) = 0,Vz, ce qui est contradictoire et le théoréme est démontré. [

3 Différentielles abéliennes

Dans tout ce qui va suivre, on suppose le lecteur déja familier avec les
notions et résultats fondamentaux des formes différentielles sur les variétés,
qui se trouvent d’ailleurs dans la plupart des livres sur ces sujets.
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Sur la surface de Riemann X, les 1-formes différentielles! (on dira tout
simplement différentielles) s’écrivent en coordonnées locales z = x + iy sous la
forme

w = u(x,y)dr +v(x,y)dy,

ou encore dans la base dz = dz + idy, dz = dx — idy, sous la forme
w= fdz+ gdz.

Définition 3.1 Une différentielle w est dite holomorphe (ou différentielle abé-
lienne de 1¥¢espéce ou tout simplement différenticlle de 1°espece) si elle
s’écrit localement sous la forme

w = f(z)dz,
ot [ est une fonction holomorphe de z.

Toute différentielle holomorphe w est fermée (dw = 0) ainsi que son conju-

gué W = f(z)dz. Toute différentielle holomorphe w est localement exacte :

w = f(z)dz = dg(2),

ou g est une fonction analytique complexe (une primitive de f(z)). Par ailleurs,
comme la surface de Riemann compacte X n’a aucune fonction holomorphe
non triviale, alors la forme non nulle w n’est jamais exacte et ceci est valable
aussi pour la forme w.

Nous verrons plus loin (exercice 3.4) que sur la courbe hyperelliptique X
(6tudiée précédemment) de genre g définie par w? = Py,11(2), les différentielles

B 2kt
W = 991 3
Hj:l (2 — %)

sont holomorphes sur X. Nous verrons aussi que les formes wy,...,w, consti-
tuent une famille libre sur le corps des complexes. Les formes

(k=1,2,...,9)

Re WE = §(wk —l—wk), IHI W = ?i(wk—wk),

forment une base dans le groupe de cohomologie H' (X, R) ~ R?9.

Les différentielles (abéliennes) méromorphes sur X différent des différen-
tielles holomorphes par la présence possible de singularités de type poles. Si
X est définie par 'équation F'(w,z) = 0, alors les différentielles abéliennes
s’écrivent sous la forme

w = P(w, z)dz,

40On omettra de préciser qu’il s’agit de 1-formes différentielles.
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ou P(w, z) est une fonction rationnelle (ou de fagon équivalente sous la forme
w = Q(w, z)dw ot Q(w,z) est une fonction rationnelle). Sur la courbe hyper-
elliptique de genre g d’équation :

w? = P29+1(Z)7
la différentielle Zku?ldz admet pour £ > g un et un seul pole & l'infini de
multiplicité égale & 2(k — g) (voir exercice 3.4 pour le détail). Autrement dit,
une différentielle (abélienne) méromorphe a un pole de multiplicité ou d’ordre
k en un point p si w s’écrit en terme du paramétre local z, z(p) = 0, sous la
forme

w = f(z)dz,

ou f(z) a un pole de multiplicité ou d’ordre k. La notion de zéro de multipli-
cité ou d’ordre k en ce point d’une différentielle peut-étre définie de maniére
similaire. Ces notions ne dépendent pas du choix du parameétre local z. Soit w
une différentielle ayant un pole de multiplicité £ en un point p. Explicitement,
w s’écrit en terme du parameétre local z, z(p) = 0, sous la forme

w = (Z cnz">dz:<Cz;kk+---+%+o(1))dz.

—_
Définition 3.2 Le résidu de la différentielle w au point p est défini par
Résyw = c_;.

Exercice 3.1 Montrer que le résidu Rés,w ne dépend pas du choiz du para-
metre local z.

Solution : En effet, le résidu Rés,w est égal a

Réspw =c_; = L w,
2mi J,
oll vy est une courbe fermée sur X, contenant le point p. L’intégrale ci-dessus
étant indépendante du choix du parameétre local, le résultat en découle.
Soit (ai,...,aq,b1,...,b,) une base de cycles (contours fermés) dans le
groupe d’homologie H,(X,Z) ~ 7?9 de telle facon que les produits d’intersec-
tion de cycles deux a deux s’écrivent :

(aj,aj) = (bj,b;) =0, (aj,br) =6, 1<7,k<yg.

On dira que (aq,...,a4,b1,...,b,) est une base symplectique du groupe d’ho-
mologie H1(X,Z). On désigne par X* la représentation normale de la surface
de Riemann X de genre g, i.e., un polygone a 4¢g cotés identifiés deux a deux
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selon le symbole aibiay 'y ' ...agbga, bt et peut étre définit & partir d'une tri-
angulation de la surface X. Les 4g cotés sont nommés dans l'ordre ou ils se
présentent sur le bord orienté du polygone, a; ' devant étre identifié & a; aprés
avoir renversé son orientation, etc...

Proposition 3.3 Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. Soit
w une différentielle méromorphe sur X. Alors

Z Rés,w = 0.

peX

Démonstration : Soit X* la représentation normale de X. On sait que X* est
un polygone a 4g cotés identifiés deux a deux. Si l'on parcourt le bord 0.X* de
ce polygodne, on constate que chaque coté est parcouru deux foix, 'un dans le
sens de son orientation et ’autre dans le sens opposé. Donc

/ w=0.
aX

Or, d’aprés le théoréme des résidus, on a

/ w = 2mi E Réspw,
ax~

peX

car tous les points de X* sont des points de X ce qui achéve la démonstration.
O

Définition 3.4 Une différentielle (abélienne) méromorphe sur X est dite de
2¢meespece si elle a des poles et si son résidu est nul en chaque point de X.
Elle est dite de 3*™“espéce si elle n’a que des poles simples (et son résidu est
non nul en au moins un point de X ).

Soient X une surface de Riemann compacte, w une forme différentielle
fermée, /A une chaine sur X et 0A son bord. D’apreés le théoréme de Stokes-

Cartan, on a
/ - / / do = 0.
N A

Dés lors, si v est un chemin contenu dans X et si [y] € H1(X,Z) est la classe
d’homologie contenant ~y, alors I'application

H(X,Z) — C, [y]— w:/w,

(] [7] ¥

est bien définie. En particulier, si w est une forme différentielle holomorphe
alors l'intégrale ci-dessus est bien définie puisque toute forme différentielle
holomorphe w est fermée.
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Définition 3.5 On appelle périodes de w suivant les cycles a;, b;, les nombres

fajw et fbjw.

Soit w une forme différentielle holomorphe ou de 2¢"espéce sur X. Soit

g g
Y= ZO&iCLi + Zﬁjbj’
j=1 j=1

un cycle sur X. On déduit du théoréme des résidus, que

g g
/W:Z%/WWLZBJ‘/W'
Y j=1 aj j=1 bj

Exercice 3.2 Soit po € X, un point fixé. Montrer que pour tout point p € X,
l'intégrale pr; w est bien définie si et seulement si toutes les périodes de w sont
nulles.

Solution : La condition nécessaire est évidente car si f;w est bien définie,
alors 'intégrale de w sur tout chemin fermé est nulle. Concernant la condition
suffisante, on va utiliser un raisonnement par ’absurde. Supposons que fp’; w
n’est pas bien définie, dés lors deux chemins 7, et 75 conduisent a des résultats
différents. On peut donc trouver un point p appartenant a 'intérieur du chemin
fermé v = v U 7, tel que : Rés,w # 0. Considérons maintenant deux cycles
homologues, un de chaque coté du point p, de telle maniére a ce que la bande
de surface ainsi déterminée soit assez fine pour ne contenir qu’un seul point a
résidu non nul. Soit ¢ un point du premier cycle, r un autre point du second
cycle et tracons un chemin qui relie les deux points a et r mais qui ne passe pas
par le point p. En partant du point ¢, on parcourt le premier cycle et on revient
au point ¢; on désigne ce chemin parcouru par C;. Ensuite, on emprunte le
chemin C; qui méne du point ¢ au point r. Aprés, on parcourt le second cycle
et on notera par Cz le chemin parcouru. Enfin, on reprend le chemin inverse
C4 qui méne du point r au point ¢q. En désignant par C = C; UCy UC3 UCy le
chemin fermé de ces parcourts, on voit que fc w # 0 puisque Rés,w # 0. D'un

autre coté, on a
/w:/w+/w+/w+/w.
C Cl C2 C3 C4

Par hypothése les périodes de w sont nulles, i.e.,

/w:/w:O.

¢ Cs
o1
Cs Ca

donc fcw = 0, ce qui est absurde.

Or
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Théoréme 3.6 L’ensemble’
QN X) = {w : w différentielle holomorphe sur X},
des différentielles holomorphes sur X est de dimension g.

Démonstration : Montrons tout d’abord que :
dim Q' (X) < g.

Pour cela, nous allons montrer qu’il n’existe pas de suite libre de g 4+ 1 formes
différentielles wy, w1, ..., w, sur X. Donc déterminons des constantes non toutes
nulles ¢y, ..., ¢4 telles que :

g
w = g cpwr = 0.

k=0

Soit wy = ug + ivg. Comme wy, est holomorphe, sa partie réelle up = Re wy
et sa partie imaginaire vy = Im wy sont donc harmoniques. Considérons la
différentielle réelle

g9

0= Z(gkuk +mevx), (& € R),

k=0

et déterminons &g, de sorte que toutes les périodes de 6 soient nulles, i.e.,

i(fla/&luk-ir??k/alvk) = 0,

k=0

é(gk/aguk—irnk/vak) : 0,
B(efurnf) -0

é(fk/bguk—irnk/bgvk) : 0.

Ce sont 2g équations a 2g + 2 inconnues, il existe donc une solution &g,
non triviale. Toutes les périodes de 6 sont nulles et d’aprés ce qui précéde, la
fonction

°0On écrira indifferamment Q!(X) ou H°(X, Q).
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est bien définie. Cette fonction étant bornée et harmonique, alors d’aprés le
principe du maximum, ¢= constante®. Notons que ¢(0) = 0, donc ¢ = 0 et
par conséquent # = 0. Montrons maintenant que :

g

Z CrLWE = 0.

k=0

En effet, posons ¢ = & — ing, d’on

/Opw = /ng:(fk—ink)(ukJrivk),

0 k=0
= / Z Skt + Tk Vk) / Z(fkvk — MkUr),
0 k=0 =0
D
= / Rew+z’/ Im w.
0 0
Or
g
Z(ﬁkuk + ngvg) = 0 =0,
k=0
donc

p
/Rewzo.
0

D’aprés les conditions de Cauchy-Riemann, on a aussi

D
/Imw:().
0
P
/w:(), Vp
0

et par conséquent w = 0. Il reste a prouver que :

Donc

dim Q' (X) > g.

On se contente ici de donner les étapes essentielles. Considérons 'espace d’Hil-
bert L*(X) des formes différentielles mesurables sur X et C*(X) I'ensemble
des formes différentielles ((7)dr avec ¢ € C* et 7 un paramétre local. Soit
w € CYX) N L*(X). On montre que la forme w se décompose de maniére
unique comme suit :

w = wp + df,

5En effet, la fonction ¢ n’a ni maximum ni minimum car sinon elle devrait I’atteindre
sur le bord de la surface de Riemann X. Or X n’a pas de bord et comme ¢ est bornée, alors
(= constante.
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ot wy, est une différentielle harmonique et df € L*(X). Si H(X) est 'ensemble
des formes différentielles harmoniques sur X alors dim H > 2g et

HX)=Q'aQ.
Dés lors,
dim H(X) = 2dim Q*,

et par conséquent
dim Q'(X) > g,

et le résultat en découle. [
On déduit de 'équation

OF oF
P Cdw=0
e * w0
sur la surface de Riemann X : F(w, z) = 0, que les différentielles rationnelles

s’écrivent sur X :

~ Plw,z) , Pw,z)
w = 8_F dz = — 6_F dw7
ow 0z

ou P(w,z) une fonction rationnelle arbitraire. En fait, la formule du résidu
de Poincaré affirme que toutes les différentielles holomorphes sur la surface de
Riemann X s’écrivent sous la forme ci-dessus avec pour P(w, z) un polynéme
de degré <n — 3.

Exercice 3.3 Montrer que
B dz
Velz—1)(z=))

est l'unique différentielle holomorphe sur la courbe elliptique X d’équation :

w

Flw,z)=w? —2(z—1)(z —A) =0, A #0,1.

Solution : En effet, les points de branchements de X sont : 0,1, A, co. Comme
g(X) =1, alors d’aprés le théoréme 3.6, il existe une seule différentielle holo-
morphe sur X. La formule du résidu de Poincaré s’écrit dans ce cas

2k

w= dz
2¢/2(z — 1)(z = \)

Prenons 5 = 0, d’ou

Zk

EENCCEDIEEY

dz.

w
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Au voisinage du point z = 0, on choisit comme paramétre local t = \/z. D’ou

t2k
w = dt,

N(GCEVIZEDY

= at®®(1 +o(t?))dt, a = constante,

ce qui montre que w est holomorphe pour k£ > 0. Au voisinage de z = 1 et
de z = A, on utilise la méme méthode et on obtient la méme conclusion. Au

1
voisinage de z = 00, on choisit comme paramétre local ¢t = 7 et on obtient
z
dt
w g —_ dt,

VIR = 12)(1 — M2)
= bt (1 +o(t?))dt, b= constante,

ce qui montre que w est holomorphe pour £ < 0. Donc au voisinage de
0,1, )\, 00, la forme différentielle w est holomorphe si k = 0, i.e., si

dz
Velz—1)(z=\)

Elle I’est aussi en dehors de ces points car si ¢ € C, zg # 0,1, A\, 00, on choisit
comme parameétre local t = 2 — 2y, d’ou

dt
w = dt,

2¢/(t+ 20)(t+ 20 — 1)(t + 20 — \)
= ¢(1+o(t*)dt, c= constante,

w =

est holomorphe. En conclusion,
dz
NZCEICE)

est I'unique différentielle holomorphe sur la courbe elliptique X.

w =

Exercice 3.4 Montrer que les différentielles
2 1dz
Wk = 2g+1
\/Hjil (2 —2)

forment une base de différentielles holomorphes sur la courbe hyperelliptique
X de genre g associée a l’équation

I k:1727“"g7

2g+1

F(w,z) =w® — H(z—zj):O.

=1
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Solution : En effet, les points de branchements de X sont : 2q,..., 22941, 00.
D’aprés le théoréeme 3.6, le nombre de différentielles holomorphes sur X est
égal au genre g de X. Il suffit d’utiliser un raisonnement similaire a celui de
I’exemple précédent. Au voisinage de z = z;, 1 <1 < 2g+ 1, on choisit comme
paramétre local ¢ = /2 — z; et on obtient

2 (2 + 12" tdt
2g+1 ’
\/Hjﬂ (t* + 2 — 2)

qui sont holomorphes pour k£ > 1. De méme, au voisinage de z = oo, on choisit
comme paramétre local ¢ = \/Lg et on obtient

2129+ 1 ¢
o 29+1 ’
260 [T (1= 25t2)

qui sont holomorphes pour & < g. En dehors des points 21, ..., 29541,00 les
différentielles en questions sont évidemment holomorphes.

w =

4 Relations bilinéaires de Riemann
Théoréme 4.1 Soient w et W' deux différentielles holomorphes sur X. Alors,

S (e fo[of <)o

k=1

St en outre w est non nulle, alors

igx[ﬂéﬁ—éﬂlﬁ)>0

(Ces deuz expressions s’appellent relations bilinéaires de Riemann).

Démonstration : Soit X™* la représentation normale de X. Posons

ﬂ@zlgm
g(p) = /p: W

oll po est un point fixé n’appartenant ni & ag, ni a by. Les fonctions f et g sont
bien définies sur X*. Si p € ag, alors il est identifié¢ & p* € a,;l. D’ou

1) = [ w=sw+ [ w (4.1)
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Si p € by, alors il est identifié a p* € b,;l. D’ou

1) = [ w= st~ [ o (12)

Ppo ag

Puisque la forme w est exacte sur X*, i.e., w = df, alors
wAW =df Ao =d(fu).

En appliquant la formule de Stokes-Cartan, on obtient

/ wAwW = fu'.
X ax*

En tenant compte de (4.1) et (4.2), on obtient

g

fw_Z[aakwarabkwar f+/bkw>

ox+ — da; !
+/8b1< w>w
o K
fooe [y o L)
Jor U= L= [ [ (L)
d’ou
(e ]
ie.,

forsE(Lefo-f o[

Si w, W' sont deux formes différentielles holomorphes sur X avec w = f(z)dz
et w' = g(z)dz, alors
wAW = fgdz Ndz =0,

et par conséquent la relation (4.3) implique que :

S (L[] 2)-
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Si w est une forme différentielle holomorphe sur X avec w # 0 et w = f(z)dz,
z =z + 1y alors
wAD = —2i|f|*dz A dy.

Dés lors

g
ZZ(/ W/w_/u)/ w) = Z/W/\w7 d’aprés (33) Ouw/:w’
k=1 ak br; b ag X

= /|f|2dx/\dy>0, w#£0,
X

et le théoréme est démontré. [J
Soit (w1,...,w,y) une base de différentielles holomorphes sur la surface de
Riemann X de genre g.

Définition 4.2 La matrice des périodes de X est définie par Q = (E, F), ot

fal w1 e fag W1

fowy o fw
Joor o fy e

flnwg fbgwg

Proposition 4.3 Les 2g vecteurs

E =

al w1 fag w1 ﬁjl w1 j;)g w1
: 3 : ) : 3 : ;
fal Wy fag Wy fbl Wy fbg Wy

sont R-linéairement indépendants.

Démonstration : En effet, procédons par I’absurde en supposant que ces vec-
teurs soient R-dépendants. Autrement dit, soit ki, ..., kg, m1, ...m, des scalaires,
tous non nuls, tels que :

g f(lj wl j;)wl

J

> |k : +m; : = 0. (4.4)
=t fa]- Wy fbj Wy
On a aussi
. oy @1 fb,- w1
> |k +m; : =0, (4.5)

=1 faj wg
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ou wj, 1 < j < g, désigne le conjugué complexe de w;. Considérons la matrice

Jaywr - f w1 fb wr o fy, @

falwg f fblwg fbgwg
falwl f ] f1 L e fbgwl

falwg fagwg fblwg fbgwg

D’aprés (4.4) et (4.5), on déduit que rang Q* < 2g et dés lors

/Z ajw; + Biw;) = 0,

ak j=1
/Z(ajijrﬁjwj) = 0,

oul <k<geta,.., b, .., B sont des nombres complexes non tous nuls.
En notant

Q" =

les expressions ci-dessus peuvent encore s’écrire sous la forme

[wem=o  [wrm=0 1<kzy (46)
ag bk

Montrons que la forme différentielle w + 7 est exacte. Soient v un chemin
d’extrémités py et p et contenu dans X ; le point py étant fixé tandis que p est
arbitraire. On pose

Mm:Lw+m.

Cette intégrale ne dépend pas des extrémités py et p de . En effet, désignons
par 7; et 72 deux chemins joignant les points py et p. Notons que v = v, U s
est un chemin fermé dans X et on peut écrire

g
v =Y (mja; +nby) + 04, (mjn; € Z),
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ou A est une chaine dans X. D’aprés les équations (4.6) et le théoréme de

Stokes-Cartan, on a
[ wrm = [ [ awen
BTN A

- [/
0
/n(””):/w(“m’

ce qui montre que la fonction

Dés lors,

h(p) = /7<w+m,

ne dépend pas du choix de 7 et elle est bien définie. Par conséquent,
w +n = dh,

i.e., w+ 7 est exacte. Nous allons maintenant montrer que w = n = 0, ce qui
contredit I'indépendance de wy, ...,w,. Posons w = f(z)dz et n = g(2)dz. On a
wAn=0,

et
nAT = |g(2)[dz A dz,
—2ilg(2)[*dz A dy,

ol z = x + 1y. Pour montrer que n = 0, on va utiliser un raisonnement par
I’absurde. Supposons donc que n # 0, d’ou

%//Xn/\ﬁ://xlg(Z)|2dx/\dy>0, n# 0.

On a

nAn = nAw+nA,
= nA(w+7),
= nAdh,
= —dh An,
= —d(hn) —h A dn,
= —d(hn) —hANdgNdz,
B dg dg
= —d(hn) — hA(aZdz+8Zdz)Adz
= —d(hn),
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car la forme n étant holomorphe, la fonction g est aussi holomorphe et d’aprés
les conditions de Cauchy-Riemann, on a 89 = 0. D’ou

f fomn=—] fam -

ce qui est absurde. Donc 7 = 0. En utilisant un raisonnement similaire, on
montre qu’on a aussi w = 0 et la démonstration est compléte. [

Théoréme 4.4 Les relations bilinéaires de Riemann sont équivalentes respec-
tivement aux relations suivantes :

Q00" = 0,
000 > 0,

0 I

est une matrice d’ordre 2g (dite matrice d’intersection) et I la matrice unité
d’ordre g.

ou

Démonstration : Soient w et w’ deux différentielles holomorphes,

q:(lfméwéwiég,

la matrice des périodes de w et

:<Adﬂéd4dm4w)

celle de w’. Evidemment, la premiére relation bilinéaire de Riemann s’écrit

PP =0

9
w = E Wy,
J=1
g
I § : .
w = QWi
J=1
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donc
g g g g
o = (ZOCJ‘/ wj...Zozj/ ijozj/ wj...Zozj/ Wj> :aQ,
Jj=1 a1 j=1 ag j=1 b1 ; b

ol a = (...ay) et

g g g g
r / ' / ' / ] / N
¢ = E aj/ Wj... E aj/ w; E aj/ Wj... E aj/ w; | =o',
j=1 a j=1 ag =1 by ; by

PQI'T =0,
ie.,
a0 o =0,
quel que soit «, o/, alors
QO = 0.
Réciproquement, si
QT =0,
alors
a0 o =0.

Autrement dit, la premiére relation bilinéaire de Riemann est équivalente a

QO = 0.

3o ( IENETES /)

la matrice des périodes de w. On montre que la seconde relation bilinéaire de
Riemann s’écrit sous la forme

Soit

QD > 0,

ou encore

. T
iaQQQ a' > 0.
Cette relation est vraie pour tout «, donc elle est équivalente a celle-ci :
Q00" >0,

ce qui achéve la démonstration. []
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Proposition 4.5 La matrice iQQﬁT est hermitienne et elle est définie posi-
tive. On a

Q0" = EF"—FE",
0Q0' = EF —FE .
En outre, la matrice E est inversible.

Démonstration : On sait que Z'QQQT > (. Par ailleurs, on a

(iQQ§T>T — 000",
= —QQEQT,
- (@oqn’),

. . =T . ..
ce qui montre que iQ2Q€) est une matrice hermitienne. On a

T O I ET
QY = (B F)(_[ O><Fr ,
= —FET4+EFT.

De méme, on a

—T
—T O I E
QY = (F F)(—I O)(FT>’
— _FE +EF.
Soit s la solution de I'équation : sE = 0. D’aprés ce qui précéde, on a

s <z’QQ§T)T§T = s (BF -~ FET)5.
— i ((sE)GF) ~ (sF)GE)T),
= 0,

puisque sE = 0. Dés lors I’équation sE = 0 admet la seule solution triviale
s = 0 et par conséquent det F/ # 0. Donc E est inversible et achéve la démons-
tration. [

Soit (wy, ..., w,) une base de différentielles holomorphes sur une surface de
Riemann compacte X de genre g et soit (ay, ..., ag, b1, ..., by) une base symplec-
tique du groupe d’homologie Hy(X,Z). Soit 2 = (£, F') la matrice des périodes
de X associée a ces bases. Notons que les périodes faj wj et fbj wj, dépendent
non seulement de la structure complexe de la surface X mais dépendent aussi
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de ces bases. Nous allons voir qu’on n’est pas obligé de maintenir ce dernier

choix. On montrera ci-dessous qu’il existe une unique base (dite normalisée)
(s ...ymy) de HY(X, Q1) telle que :

(m, ...,ng)T = E_l(wl, ...,wg)T,

ou ce qui revient au méme, telle que :

/ Mk = Ol
a

Proposition 4.6 Soit (wy, ...,w,) une base de différentielles holomorphes sur

N

une surface de Riemann de genre g. Alors, il existe une nouvelle base (ng) ot
g

nkzzckjwj7 1<k<y,

7j=1
telle que :
/m;=5uc, 1<kl<g,
aj

i.e., de telle sorte que la matrice des périodes associée a cette base soit de
la forme (I, Z) ou I est la matrice unité et Z = E~'F. La matrice Z est
symétrique et a partie imaginaire définie positive.

g
/ﬁk = E ij/wj,
b j=1 by

ce qui s’exprime en langage matriciel par

Démonstration : On a

7 =CF,

ou C' = (cgj)1<k,j<g €St la matrice des ¢g;. Or fal Nk = Oy, donc

g
E ij/ w; = O,
]:1 ay

i.,e., CE = I. D’aprés la proposition précédente, la matrice E est inversible,
d’ott C = E~! et par conséquent

Z=FE'F
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Montrons tout d’abord que : Z = Z'. En effet, on a

E(Z"-Z)E" = E(F(EY —E'F)ET,

= EFT—FET,
= QQO", proposition 4.5,
= 0,

en vertu de la premiére relation bilinéaire de Riemann. Donc
7' -7 =0.

Montrons maintenant que : ImZ > 0. En effet, d’aprés la proposition 4.5, la
e =T o . .
matrice 1€2J est définie positive. D’ou

E! <iQQ§T> (ET>1,

— iE! (EFT — FET) (ET>_1, proposition 4.5,
— (FT (ET> . E—1F> :

= (ET . Z) ,

= 1 (7 — Z) , car 7 est symétrique,
= Im Z,

0

A\

la démonstration s’achéve. U

5 Diviseurs

Soient p un point de X, B
7,: X — C,

un paramétre local en p (ou une uniformisante locale en p, i.e., rappelons que
c’est une carte locale en p appliquant p sur 0) et f une fonction méromorphe
au voisinage de p. L’ordre de f en p, est I'unique entier n tel que :

=79

ol g est holomorphe ne s’annulant pas en p. Dans le cas ou f = 0, on choisit
par convention n = +o0o. L’entier n dépend de p et de f et on le note ord,(f).
On a

OI‘dp<f1 + f2) Z inf(ordp(fl), Ordp(fg)),
ord,(f1f2) = ord,(f1)+ ord,(f2).
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Définition 5.1 Un diviseur sur une surface de Riemann X est une combinai-
son formelle du type’
D = Z ny.D,

peX
= Znﬂ%, n; < Z,
J

avec (p;) une famille localement finie de points de X.

La somme ci-dessus étant finie (puisque X est compacte), on peut donc définir
le support d’un diviseur comme étant 1’ensemble fini de points p; pour lesquels
le coefficient n; est non nul. Le diviseur D est fini si son support est fini et ce
sera toujours le cas si X est une surface de Riemann compacte. L’ensemble des
diviseurs sur X est un groupe abélien noté Div(X). L’addition des diviseurs
est définie par 'addition des coefficients.

Définition 5.2 Le degré® du diviseur D est un entier noté deg D et est défini

par
deg D = Z n;.
J

L’application

deg: Div (X) — Z, D+ degD,
est un homomorphisme de groupe. Le noyau de cet homomorphisme est 1'en-
semble des diviseurs de degré 0, noté Div®(X), et forme un sous-groupe de
Div(X).

Soit f # 0, une fonction méromorphe sur X. A cette fonction f, on fait
correspondre un diviseur noté (f) en prenant pour p; les zéros et les poles de
f et pour n; I'ordre de p; avec un signe négatif pour les poles. De maniére plus
précise, on pose

()= ordy(f)-p,
peX
ot les ord,f sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. En désignant par
a1, ..., les zéros de f de multiplicité nq, ..., n; respectivement et par 3y, ..., B
les poles de f de multiplicité py, ..., p,, respectivement, on obtient

l m
(f) = D mja; =Y pil,
p j=1

= (flo = (f)e

Il s’agit d’une notation utile qui désigne une collection finie de points sans ordre y
compris des entiers relatifs liés & chaque point. Lorsqu’on écrit par exemple : 2p; + 3ps +
p3 + - + pn, il faut bien comprendre que cette écriture est purement formelle et qu’elle n’a
rien 4 voir avec 2 coordonnées p1, 3 coordonnées po, etc...

8ou ordre de D, noté o(D).
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ou

(f)o = (diviseur des zéros de f),

et
(f)oo = (diviseur des poles def).

Géomeétriquement, cela signifie que (f)o correspond a U'intersection de X avec
la courbe f =0 et (f)s & l'intersection de X avec % =0.

Exemple 5.1 Les diviseurs des fonctions

) = 2z 1),
fZ(Z) = %7

falz) = 2,

L) = oae—w

) = {0} —2{o0},

) = {0} + {00},

) = 2{0} — {oo},

) = —fa} = {0} + {0} + {oc},
) = —{a} —{b} +2{0}.

(f)=(9) = g = constante.

Exercice 5.1 Déterminer les diviseurs (p(z)) et (¢'(2)) de la fonction de
Weterstrass et de sa dérivée.

Indication : La fonction p(z) a un pole double en chaque point du réseau
A = Zw, @ Zw, (voir [17], proposition 17) et a deux zéros simples ou un zéro
double. La fonction ¢(z) a trois zéros simples £, £ €3¢2 (mod. A),(voir
[17], proposition 22) et un pole d’ordre 3 en 0.

Tout diviseur d’une fonction méromorphe est dit diviseur principal. L’en-
semble des diviseurs principaux forme un sous-groupe de Div®(X). Sur toute
surface de Riemann compacte, une fonction méromorphe f # 0 a le méme
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nombre de zéros que des poles, donc deg (f) = 0. Autrement dit, tout divi-
seur principal a le degré 0 mais en général, les diviseurs de degré 0 ne sont pas
tous principaux.

Signalons deux notions qui seront étudiées dans les sections suivantes :
Le groupe de Picard, noté Pic(X), est le groupe des diviseurs quotienté par
les diviseurs principaux. La variété jacobienne, notée Jac(X), s’identifie au
quotient du groupe des diviseurs de degré 0 par les diviseurs principaux. Nous
verrons que

Jac(X) ~ Pic®(X),

ou ce dernier désigne le sous-groupe de Pic(X) formé par les classes des divi-
seurs de degré 0.

On dit qu'un diviseur D est positif (ou effectif ) et on note D > 0, si les
entiers n; qui interviennent dans la somme sont positifs. Plus généralement,
on définit la relation d’ordre partiel > sur les diviseurs par D; > D, si et
seulement si D; — D, est positif. Deux diviseurs D; et Dy sont dits linéairement
équivalents (et on note Dy ~ Dsy) si D1 — Dy est principal, i.e., si

D, — D, = (f),

ot f est une fonction méromorphe.

Si
D= Z Ny,

peEX

est un diviseur, on notera £(D) I'ensemble des fonctions méromorphes f telles
que :
Ordp(f) + np Z 07

pour tout p € X. Autrement dit,
L(D) = {f méromorphe sur X : (f) +D > 0},

i.e., 'espace vectoriel des fonctions de X dont le diviseur est plus grand que
—D. Si (f)+ D n’est > 0 pour aucun f, on posera L(D) = 0. Par exemple, si
le diviseur D est positif alors £(D) est I’ensemble des fonctions holomorphes
en dehors de D et ayant au plus des poles simples le long de D.

Proposition 5.3 Si Dy ~ Dy, alors L(D) est isomorphe a L(Ds) et en outre
deqg D1 = deg Ds.

Démonstration : Par hypothése D; ~ Ds, donc par définition D; — Dy = (f)
ou f est une fonction méromorphe. Par ailleurs, pour tout g € L(D;), on a
(9) + D1 >0, et dés lors

(f9) +Dy = (f)+(g9) + Do,
= Dy —Dy+ (g9) + Do,
= (9)+D1>0.



A. Lesfari (Surfaces de Riemann) 39

L’application
L(Dy) — L(D2), g+— fg,

est linéaire et admet comme réciproque

L(Ds) — L(D1), g— %

D’ot L(D;) = L(D3). En ce qui concerne la derniére assertion, on a
deg (f) = deg Dy — deg D,
et le résultat découle du fait que tout diviseur principal a le degré 0. [J

Exercice 5.2 Considérons le cas ot X = P(C) est la droite projective com-
pleze et soit D = {0} + {1} un diviseur sur X. Déterminer L(D).

Solution : On a
L(D) = {f méromorphe sur X : (f) + {0} + {1} > 0},

i.e., 'espace vectoriel des fonctions f holomorphes sur C\{0,1} et ayant au
plus un pole simple en 0 et 1. Les fonctions qui appartiennent a £(D) sont les
constantes et les fonctions : %, ﬁ, ﬁ (Cet espace est de dimension 3). En
effet,, tout d’abord les constantes correspondent au cas ou f est holomorphe
sur C puisque P*(C) est compacte. Les fonctions de la forme f(z) = 1 corres-
pondent au cas ou f est holomorphe sur C\{0} et ayant un pole simple en 0.
De méme, pour les fonctions f(z) = ﬁ relatives au cas ot f est holomorphe
sur C\{1} et admettant un pole simple en 1. Enfin, les fonctions f(z) = ==

z(z—1)
concernant le cas ou f admet un pole simple en 0 et en 1.

Exercice 5.3 Montrer que quels que soient x # y € PYC), il existe une
fonction méromorphe f sur PY(C) de diviseur (f) =z — y.

2=
z—y"

Indication : Considérer la fonction f(z) =
On peut associer a chaque forme différentielle w un diviseur noté (w). Si
w = fdr,

avec f une fonction méromorphe sur X et 7, un parameétre local en p € X, on
définit 'ordre de w en p par

ord,(w) = ordo(f),
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et le diviseur (w) de w par

(w) = Z ord,(w).p.

peX

D= Z Nyp.D,

peX

Si

est un diviseur, on définit de facon analogue a L(D), 'espace linéaire Z(D)
comme étant ’ensemble des formes différentielles méromorphes w sur X telles
que :

ord,w +n, >0,

pour tout p € X. Autrement dit,
Z(D) = {w méromorphe sur X : (w) +D > 0},

i.e., ensemble des formes différentielles méromorphes w sur X telles que :
(W)+D > 0. Si Dy ~ Dy, alors Z(D;) est isomorphe & Z(D,), d’ou dimZ(D;) =
dimZ (D). Dans le cas ou le diviseur D est négatif, alors (w) + D > 0 est
I’ensemble des formes différentielles qui n’ont pas de poéles et qui ont des zéros
au moins aux points de D. Notons enfin qu’en vertu du théoréme des résidus,

on a
Z Rés (w) =0,

peX

ou Rés (w) est le résidu en p de w, i.e., le coefficient de % dans le développement
de f en série de Laurent.

Définition 5.4 On appelle diviseur canonique sur X et l'on désigne par K,
le diviseur (w) d’une 1—forme méromorphe w # 0 sur X.

Proposition 5.5 Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte
X et K un diviseur canonique sur X. Alors, Uapplication

v: LK —-D)—ZI(-D), fr— fuw, (5.1)
est un isomorphisme.

Démonstration : En effet, on a

(fw) = (/) + (W),
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ce qui montre que 'application 1 est bien définie. Cette derniére est injective,
i.e., 'équation fw = gw entraine f = g. Montrons que ¥ est surjective. Soit
n € Z(—D), d’ou il existe une fonction méromorphe h sur X telle que : hw = 7.
Dés lors,

(h)+ K = (h)+ (w),
= (n) =z —-(=D),

d’ou (h) > —(K — D), h € L(K — D) et par conséquent 1 est surjective. [J

6 Le théoréme de Riemann-Roch

Nous allons maintenant étudier un des théorémes les plus importants de la
théorie des surfaces de Riemann compactes : le théoréme de Riemann-Roch. Il
permet de définir le genre d’'une surface de Riemann qui est un invariant fonda-
mental. Il s’agit d’un théoréme d’existence efficace qui permet, entre autres, de
déterminer le nombre de fonctions méromorphes linéairement indépendantes
ayant certaines restrictions sur leurs poles. A cause de 'importance de ce théo-
réeme, nous allons donner une preuve élémentaire constructive bien qu’un peu
technique et nous mentionnons aussi quelques conséquences de ce théoréme.

Théoréme 6.1 : 57 X une surface de Riemann compacte et D est un diviseur
sur X, alors

dim £(D) —dim L(K — D) = deg D — g+ 1, (6.1)

ot K est le diviseur canonique sur X et g est le genre de X. Cette formule
peut s’écrire sous la forme équivalente

dim £(D) — dimZ(—D) = deg D — g+ 1. (6.2)

Démonstration : L’équivalence entre les formules (6.1) et (6.2) résulte immé-
diatement de I'isomorphisme (5.1). La preuve du théoréme est immédiate dans
le cas ou D = 0 car £(0) est I'ensemble des fonctions holomorphes sur X. Or
toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann compacte est constante,
donc £(0) = C. En outre, on sait que la dimension de I'espace des formes dif-
férentielles holomorphes sur X est le genre g de X, d’ou le résultat. La preuve
du théoréme va se faire en plusieurs étapes :

Etape 1 : Soit D un diviseur positif. Autrement dit,

D= anpm nr € N, ppe X,
=1
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Soit f € L(D), i.e., f a au plus un poéle d’ordre ny en pr. Au voisinage de py,

on a
df = ( Z C§7j> dr,

Jj=—nr—1

donc df est méromorphe. Plus précisément, df a un pole d’ordre ny + 1 en
pr- Comme f est méromorphe, alors df ne peut pas avoir de pole simple et
dés lors son résidu est nul, i.e., ¢®;, = 0. Soit (ay, .. .,ag,b1,...,b,) une base
de cycles dans le groupe d’homologie H; (X,Z) de telle facon que les indices
d’intersection de cycles deux a deux s’écrivent :

(aiaai) = (bwbl) = 07 (az7bj) = 51]7 1 S 7’73 S g

Rappelons (analyse harmonique) [12] que pour tout n > 2 et pour tout p €
X, il existe une différentielle méromorphe unique n sur X telle que : 7 est
holomorphe sur X\p tandis qu’autour de p,

n = (Ti" + 0(7)) dr,

ou 7 est un parameétre local en p choisi avec p = 0 et en outre, on a fa_ n=0.
Posons
m  ng
n=df = Y cnl, (6.3)
k=1 j=2

ol ni sont des différentielles méromorphes ayant un pole d’ordre j en p; et
holomorphes sur X \py. D’ou

m Nk
[r-[a-58]w
@i @i k=1 j=2 @i

L’intégrale d’une différentielle exacte le long d’un chemin fermé étant nulle,
donc fa, df = 0. La forme 7 étant holomorphe, alors

n=cwi+ -+ cywy,

ol (wy, ...,wy) est une base de Q(X) et dés lors

n—cl/w1+-~-+cg/wg, 1=1,....g

7 K3

La matrice £ = (fa wj> , étant inversible, alors
v 1<i,j<g

cp=-=c¢4=0,
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donc n = 0 et d’aprés (6.3), on a

m N

df =Y > .

k=1 j=2
Considérons I'application
m N
0:L(D) —V = {(C?):ZZcf/ni:O}, f+—>c§7
k=1 j=2 by
Notons que

Ker ¢ = {f:méromorphe sur X et n’ayant pas de pole},

= {f: f est une constante},
d’ou dim Ker ¢ =1 et par conséquent,

dim £(D) = dim V + 1.

£(D

—

Les espaces et V' sont isomorphes et on a

m  ng
dim£L(D) —1=dimV = dim{(c?):ZZc?/nizO},
b

k=1 j=2

= deg D — rang M,

O‘

ou
O T S TS L S
M= Lot Lomt o Lomt T s e e [, e
Sym fy, it S, e Sy [ e

est la matrice dont le nombre de lignes est g et le nombre de colonnes est
deg D. Notons que

rang M = Nombre de colonnes — Nombre de relations entre ces colonnes ,
deg D — dim 'V,
deg D — dim £(D) + 1. (6.4)

Calculons maintenant le rang de M d’une autre facon. Soit (wi,...,w,) une
base orthonormée de Q'(X). Au voisinage de py, la forme w, admet un déve-
loppement en série de Taylor,

[e.9]
Wy = E ozf:jTj dr.
J=0
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4
-
0

et soit X* la représentation normale de la surface de Riemann X. Notons que
si T € aj, alors il est identifié a 7" € aj_l, d’ou

Posons

o) =) + [ .

bj

De méme, si 7 € b;, alors il est identifié & 7* € b;l et

o) =)+ [ .

aj

g
/ pany = Z(/ wsn2+/¢snﬁ+/l<¢s+/ws>n2
oX* j=1 aj b; a; b
+/ <305—/w3)772),
bt a;
7 J
g
= Z(‘/ws/n%r/ws/n}i),
j=1 bj a;j aj bj
g

J

= > (b (a) + sl (5)

j=1
g

= > wlay)ni(by),
j=1

0 ©.5)

/ 905771? = 2m Z Reés Dk (905771?) )
ox* -

k
_ o2

n—1

9

donc d’aprés (6.5), la matrice M a comme coefficient

/b o= ),

k
_ gjen2
n—1"
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Dés lors det M = C'det N, ou

C = (2mi) (i) ... (inf) (2ri)... (%) (%) ,

est une constante et

1 1 1 2 2 m

04170 04171 a1’n1_1 O'/LO Of17n2_1 Oél7nm_2
1 1 1 2 m

N o 04270 04271 O{2’n1_1 O{2’0 012’712_1 Oé27nm_2
1 1 1 2 2 m

a970 OZQJ . ag’nl_l ag’o T ag,”Q—l o ag7nm_2

Calculons maintenant la dimension de espace L(K — D) ou ce qui revient au
méme de I'espace Z(—D), i.e., celui des formes différentielles méromorphes w
qui s’annulent ny fois au point pi. On a

g
w = ZXSwS,
s=1
g
= Z X (045,0 + a’;’lT + 0/;27'2 + - ) dr.
s=1

Pour que w s’annule ny fois au point pg, il faut que les ny premiers termes dans
I'expression ci-dessus soient nulles. Dés lors, (X7, ..., X,).N = 0, tandis que la
dimension de L(K — D) coincide avec celle de I'ensemble de (X7, ..., X,) tel

que :
g
w = E Xsws,
s=1
s’annule ny fois au point py, i.e.,

dimL(K —D) = g—rang N,
= g —rang M.

D’ou rang M = g — dim L(K — D), et en tenant compte de (5.4), on obtient
finalement

dim £(D) — dim £(K — D) = deg D — g + 1.

Etape 2 : La preuve donnée dans I'étape 1 est valable pour tout diviseur li-
néairement équivalent & un diviseur positif car dim £(D), dim L(K — D) (ou
dimZ(—D)) et deg D ne seront pas affectés.

Etape 3 : Soit f une fonction méromorphe, D un diviseur positif et posons

D' = (f) + Dy,
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autrement dit, D’ et Dy sont linéairement équivalents. Nous avons les assertions
suivantes :

(i) dim £(D’) = dim L(D,),

(ii) dim L(K — D') = dim L(K — Dy),

(iii) deg D’ = deg Dy,
qui découlent immédiatement de la proposition 5.3. Envisageons maintenant

les différents cas possibles :
1®Tcas : dim £(D) > 0. Soit fy € L(D), d’ou (fo) +D > 0, et

dim £((fo) + D) — dim L (K — (fo) = D) = deg ((fo) + D) —g +1,

ie.,

dim £(D) — dim £(K — D) = deg D — g + 1.

26Me a5 dim £(D) = 0 et dim £(K — D) # 0. En appliquant la formule
ci-dessus a ' — D, on obtient

dim £(K — D) — dim £(D) = deg(K — D) — g + 1. (6.6)

Pour la suite, on aura besoin du résultat intéressant suivant : Pour tout diviseur
canonique K sur une surface de Riemann compacte X, on a

deg K =29 — 2. (6.7)

ou g est le genre de X. En effet, en posant D = K dans la formule (6.1), on
obtient
dim £(D) — dim £(0) = deg D — g + 1.

Or £(0) = C, donc dim £(0) =1 et on a
deg K = g +dim L(K) — 2.
Par ailleurs, en posant D = 0 dans la formule (6.1), on obtient
dim £(0) —dim £(K) = deg 0 — g + 1,

d’on dim L(K) = g et par conséquent deg K = 2g — 2. Ceci achéve la preuve
du résultat annoncé. Pour terminer la preuve du 2¢™€cas, on utilise ce résultat
et la formule (6.6), on obtient

dim L(K — D) —dim £(D) = —deg D + g — 1.

3€Me g5+ dim £(D) = dim £L(K — D) = 0. Pour ce cas, on doit montrer que :
deg D = g — 1. Pour cela, considérons deux diviseurs positifs D; et Dy n’ayant
aucun point en commun et posons D = D; — D,. On a

deg D = deg Dy — deg D,
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et
dim £(D) > deg Dy — g+ 1 = deg D+ deg Dy — g+ 1,

ie.,
deg Dy —dim L(D;) < deg D+ g — 1.

Or deg Dy — dim £(D;) > 0, car sinon il existe une fonction f € L(Dy)
qui s’annule en tout point de Ds, donc deg D < g — 1. En appliquant le méme
raisonnement & K —D, on obtient deg (K—D) < g—1. Comme deg K = 2g—2
(voir (6.7)), alors deg D > g — 1. Finalement, deg D = g — 1, ce qui achéve la
démonstration du théoréme. [

Remarque 6.1 La formule (6.1) peut s’écrire sous la forme suivante :
dim H(X, Op) — dim H(X,0p) = deg D — g+ 1.
En introduisant la caractéristique d’Euler-Poincaré :
x(D) = dim £(D) — dim Z(-D) = dim H°(X, Op) — dim H'(X, Op),

pour un diviseur D sur une surface de Riemann X de genre g, le théoréme de
Riemann-Roch s’écrit

X(D)=deg D —g+1.

Une preuve rapide du théoreme de Riemann-Roch utilise des théories encore
plus poussées ; elle se base sur la dualité de Kodaira-Serre et autres techniques
(voir par exemple [9, 20]).

Exercice 6.1 Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. Montrer
qu’il existe une fonction méromorphe sur X avec un seul péole d’ordre au plus
g+ 1.

Indication : Utiliser le théoréme de Riemann-Roch.

Exercice 6.2 On sait que toute fonction holomorphe sur une surface de Rie-
mann compacte X est constante. Que se passe t-il dans le cas des fonctions
méromorphes ? Méme question pour les formes différentielles holomorphes non
nulles sur X.

Réponse : La réponse découle du théoréme de Riemann-Roch. Plus précisément,
si p est un point quelconque de X, on peut trouver une fonction méromorphe
non constante, holomorphe sur X\ {p} et ayant un pole d’ordre inférieur ou égal
a g+ 1 en p. De méme, on montre qu’il existe sur X des formes différentielles
holomorphes non nulles, qui s’annulent en au moins un point.
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Exercice 6.3 Soient (w1, ...,w,) une base de Q*(X). Soit (U,T) une carte lo-
cale en p € X avec 7(p) = 0. Il existe des fonctions f; holomorphes sur U telles
que : wj = f;(T)dr. Le wronskien de wy, ...,w, est défini par le déterminant

Wi(wi,...wy) = W(fi,..., fy) = det (f](k_l)

>1§mk§g'
On dit que p est un point de Weierstrass si Wr(wy, ...,wy) s’annule.

a) Montrer que si p est un point de Weierstrass alors on peut trouver une
fonction méromorphe sur X ayant un pole unique d’ordre inférieur ou égal au
genre g au point p.

b) Montrer que le théoréeme de Riemann-Roch, permet de montrer [’exis-
tence d’une suite de g entiers : 1 =ny < ng < ... < 2g, g > 1, pour lesquels il
n’existe aucune fonction holomorphe sur X \ p, p € X, et ayant un pole en p
d’ordre exactement n;.

¢) Montrer que p est un point de Weierstrass si et seulement si la suite des
n; est distincte de {1,2,...,g}.

7 La formule de Riemann-Hurwitz

Nous donnons une preuve analytique de 'importante formule de Riemann-
Hurwitz. Elle exprime le genre d’'une surface de Riemann a l'aide du nombre
de ses points de ramifications et du nombre de ses feuillets. Nous montrons que
cette formule fournit un moyen efficace pour déterminer le genre d’une surface
de Riemann donnée. Quelques exemples intéressants seront étudiés.

Soient X et Y deux surfaces de Riemann compactes connexes et soit f
une application holomorphe non constante de X dans Y. Notons que f est un
revétement, i.e., un morphisme surjectif fini. Pour tout point p € X, il existe
une carte @ (resp. ¢) de X (resp. Y') centrée en p (resp. f(p)) telles que :

f¢°<ﬂ<7-) = Tn?

ol n est un entier strictement positif. L’entier n — 1 s’appelle indice de ramifi-
cation de f au point p et on le note V¢ (p). Lorsque V;(p) est strictement positif,
alors on dit que p est un point de ramification (ou de branchement) de f. Une
condition nécessaire et suffisante pour que p soit un point de ramification de f
est que le rang de f en p soit nul. L’image J des points de ramifications de f
ainsi que que son image réciproque I sont fermés et discrets. La restriction de
fa X\ I est un revétement de Y\ J dont le nombre de feuillets est le degré
de l'application f et on a

m = Z (Vi(p)+1), VgeY.

pef~1(q)
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Théoréme 7.1 (Formule de Riemann-Hurwitz). Soient X et Y deux surfaces
de Riemann compactes de genre g(X) et g(Y) respectivement. Soit f une ap-
plication holomorphe non constante de X dans Y. Alors

9(X) = m(g(Y) = 1)+ 1+ ¢,

ot m est le degré de [ et V est la somme des indices de ramification de f auz
différents points de X.

Démonstration : Soit f : X — Y, une application holomorphe non constante
de degré m. Soit w (resp. ) une forme différentielle méromorphe non nulle sur
Y (resp. X). Soit 7 (resp. v) un paramétre local sur X (resp. Y') et supposons
que : v = f(7). En désignant par

w = h(v)dv,

la forme différentielle méromorphe sur Y, alors la forme différentielle n sur X
s’écrit en terme de 7 sous la forme,

n=h(f(r)f'(r)dr.

Nous allons voir que cette derniére est aussi méromorphe. Notons que si on
remplace 7 par 71, avec T = w(7y), alors en terme de 7 'application f s’écrit

v=(fow)(n),
et, donc nous attribuons a 7 I'expression
h(f (w(r))) f' (w(m))w'(r1)drm,

ce qui montre que 7 est une forme différentielle méromorphe. On peut supposer
que 7 s’annule en p € X et que v s’annule en f(p). Dés lors,

ot Vi(p) est I'indice de ramification de f au point p. Par conséquent,

ord,n = (Vi(p) + 1) ordspw + Vi(p),

Z ord,n = Z(Vf(p) +1) ordgpyw +V,

peX peX

ou V=73 Vi(p). D’aprés la formule (6.7), on a

Z ord,n = 2¢(X) — 2,

peX
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et
Y Vi) + ) ordspw = Y ordgpw,
peX pEX, Vs (p)=0
= Z m. ordgyw,
qeyY
= m(29(Y) —2).

Par conséquent,

29(X) =2=m(29(Y) = 2)+V,

ce qui achéve la preuve du théoréme. []

Une des conséquences les plus intéressantes de la formule de Riemann-
Hurwitz est de fournir un moyen efficace pour calculer le genre d’une surface
de Riemann donnée.

Exemple 7.1 Un cas particulier important est représenté par les courbes hy-
perelliptiques X de genre g(X) d’équations

n

w’® = pa(2) = H(Z - 2j),

J=1

ol p,(2) est un polynome sans racines multiples, i.e., tous les z; sont distincts.
Notons que

f: X —Y=P(C)=CuU{oo},

est un revétement double ramifié le long des points z;. Chaque z; est ramifié
d’indice 1 et en outre le point a l'infini oo est ramifié si et seulement si n est
impair. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz, on a

9(X) = m(g(¥) 1) +1+

= 2(0—1)+1+%va(p),

peX
(n — 1) |
2

1

ou E (”T_l) désigne la partie entiére de (%) Les courbes hyperelliptiques de

genre g sont associées aux équations de la forme :

w2 = p29+1(z)’

ou w? = pagia(2), (selon que le point a linfini oo est un point de branchement
ou non) avec pagi1(z) et pago(2) des polynomes sans racines multiples.
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Exercice 7.1 Déterminer le genre g de la surface de Riemann X associée a
[’équation :

F(w,z) = w® + pa(2)w? + pa(2)w + pg(2) = 0,
ot p;j(z) désigne un polynome de degré j.

Solution : On procéde comme suit : on a

F(w,z) = w®+ az’w?+ bz*w + c2° + termes d’ordre inférieur,
3
= H (w + ozsz) + termes d’ordre inférieur.
Jj=1

Considérons F' comme un revétement par rapport a z et cherchons ce qui se
passe quand z /" 0o0. On a

(W)oo = —2P —2Q — 2R,
(2) = —P—Q—R.

1
Posons t = —, d’ou
z

1
F(“%»Z’) = t—G(tﬁw?’ + at*w? + bt*w + c) R

Ceci suggére le changement de cartes suivant :

(w, 2) — (C:t2w,t:§>.

On a
oF
9w w? + 2ps(2)w + pa(2),
= 3w?+ 22w+ bzt 4+,
3¢2 2a¢ b

La fonction g—i étant méromorphe sur la surface de Riemann X, alors Le
nombre de zéros de cette fonction coincide avec celui de ses poles. Comme

(@), -
(%), -
(), -
(g—i))o = —4(P+Q+R),
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alors le nombre de zéros de g—i dans la partie affine X \ {P, Q, R} est égal a

12, et d’aprés la formule de Riemann-Hurwitz, on a g(X) = 4.

Exercice 7.2 Calculer le genre de la surface de Riemann X associée a l’équa-
tion :
wt = 2t — 1.

Solution : Ici, on a quatre feuillets. Les points de ramifications a distance finie
sont 1,—1,7 et —i. On note que z = oo n’est pas un point de ramification.
L’indice de ramification étant égal a4 12, alors d’aprés la formule de Riemann-
Hurwitz, le genre de la surface de Riemann en question est égal a 3.

Exercice 7.3 Considérons la courbe de Fermat X associée a I’équation :
w'+2"=1, n>2.
Quel est le genre de X ¢

Solution : Ici on a un revétement de degré n. Chaque racine nfMe de I'unité
est ramifié d’indice n — 1 tandis que le point a I'infini oo n’est pas un point de
ramification et par conséquent

n—1)(n—2
9(X) = : )2( )
L’équation de Fermat :
ur+ve=wn
(avec w = %, z = %), étant de genre > 1 pour n > 3, elle nadmet donc

qu'un nombre fini de solutions. Ce fut une des pistes utilisées par A. Wiles
pour prouver le grand théoréme de Fermat : pour n > 3 cette équation n’a pas
de solution non triviale.

8 Le théoréme d’Abel

Théoréme 8.1 Soient pi, ..., Pm, q1, ---Gm des points de X. Alors les deuz condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe une fonction méromorphe f telle que :

(=D 05— p
j=1 j=1
(i1) Il existe un chemin fermé ~y tel que :

Vw € QHX), Z/ w:/w.
j=1 /P gl
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Démonstration : Montrons que : (i) = (i7). Soit f une fonction méromorphe

sur X et soit
w=dlog f € Q'(X).

Posons

Nous allons calculer fBX* wdlog f on X* est la représentation normale de X.
D’apres le théoréme des résidus, on a

/ cpdlogf:27rZRés (pdlog f).
oX*

Notons que puisque la fonction ¢ est holomorphe, elle n’a donc pas de poles et
par conséquent pour calculer le résidu de dlog f sur X*, il suffit de déterminer
les poles de dlog f. Par hypothése, la fonction f est méromorphe. Donc on a
au voisinage d'un pole r d’ordre m,

f(z) =(z=r)"g(2), m >0,
et au voisinage d'un zéro r d’ordre m,
f(z)=(z=1)"g(2), m <0,

avec ¢g(z) une fonction holomorphe au voisinage de r et telle que : g(r) # 0.
On a

log f = mlog(z — r) + log g(2),

_ q'(2)
dlog f = — Bk

Notons que dlog f a des poles aux zéros et aux poles de f. Dés lors,

et

Rés (pdlog f) = ¢(r;).m;,

ol r; est un pole ou un zéro de f avec le signe positif ou négatif suivant que r;
est un zéro ou un pole de f tandis que les entiers m; désignent la multiplicité
de r;. Donc

/ edlog f = QWZQO(Tj).mj = 27?2/ w, (8.1)
ax* j=1 P

en vertu de la définition de ¢, r; et m;. Calculons cette intégrale d’une autre
maniére. En raisonnant comme dans la preuve de la premiére relation bilinéaire
de Riemann (théoréme 4.1), on obtient

/ax* odlog f = Zg:: <w(am)/bmdlogf—w(bm) /amdlogf) _
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On a
/bmdlogf(z)—/bmdlog|f(z)|—l—i/bmd(argf(z))—2m'ozm, Qy, € 7,

et de méme

/ dlog f(2) = 2wifm, Pm € Z.

am

D’ou
g

/8)(* Qod lng = 271 Z (amw(am) _ 6mw(bm)) '

m=1

g
Posons v = Z(amam — Bmbm), d’ou

m=1
/ wdlog f = 27m'/w.
0X* ot

En comparant avec (8.1), on obtient
9
o=> [Tw
Y j=1"“Pi

Montrons maintenant que : (ii) = (i). Soient py, ..., Pm, q1, -.-¢m des points de
X et v un chemin fermé tel que :

ko g
Vw € QH(X), Z/ w:/w.
j=1"P; gl

Montrons qu’il existe une fonction méromorphe telle que :

(=D a-> p=D

Rappelons (analyse harmonique) [12] que pour tout p,q € X, il existe une
différentielle méromorphe n sur X ayant des poles simples en p, q et telle que :

Rés,n =1, Rés,n = —1.

On en déduit que si py,....,p, € X et cy,...,¢c, € C avec Z?Zl c; = 0, alors il
existe une différentielle méromorphe 7 sur X ayant des poles simples en p; et
telle que :

Rés,;n = cj, / n=0.

J
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En effet, soient pi,....,p, € X, € X, ¢ #p;, 1 <j<netcy,..c, €Cavec

Z?Zl ¢; = 0. On peut trouver des différentielles méromorphes 7; sur X ayant

des poles simples en p;, q et telles que :
Rés,n; = 1, Résyn; = —1.

La forme différentielle .

AL = Z CjMjs

j=1
a des poles simples en p; avec
RéSpj )\1 = ¢y,
mais n’a pas de poles en g avec
Rés,\ = (—1) (Z cj) =0.
j=1

Soit (w1, ...,wy) une base de différentielles holomorphes sur X et considérons
la forme différentielle

g
Ao = A\ + Zakwk,
=1

ol ay, ..., a4 sont des constantes a déterminer. On ajoute a A\; une forme dif-
férentielle holomorphe, on ne change donc rien a ses poles qui sont simples ni
a ses résidus. Il reste & montrer que : faj Ao = 0 ou ce qui revient au méme a
déterminer les constantes as, ..., ay telles que :

g
//\1—|—Zozk/wk:0.
aj k=1 aj

Ceci revient a résoudre le systéme de g équations & g inconnues suivant :

a¥l fal Wy Qq - fal At

fyer .

Notons que la matrice a gauche est la transposée de la matrice E intervenant
dans la définition de la matrice des périodes (définition 4.2). D’aprés la pro-
position 4.5, la matrice E est inversible, donc sa matrice transposée aussi et
par conséquent le systéme ci-dessus admet une solution pour laquelle A\ est le
71 cherché. Revenons maintenant au diviseur

D=(f)=>_a—> b
j=1 j=1

gwg ag - fag )\1
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et notons que l'on peut I’écrire sous la forme
n
D:chpj, n<m, c¢ €1
j=1

il suffit de regrouper les p; et g¢; qui sont les mémes. La somme des coefficients
n’a pas changé; elle valait m.1 +m(—1) = 0, donc Z?Zl ¢; = 0. D’aprés ce
qui précéde, il existe une différentielle méromorphe 7 sur X ayant des poles
simples aux points p; et telle que :

Rés,;n = ¢j, / = 0.

J

Soit (wy, ...,w,) une base orthonormée de Q'(X) et posons

i (p) Z/I:wj-

En raisonnant comme dans la preuve de la premiére relation bilinéaire de
Riemann (théoréme 4.1), on obtient

/8 e = D @b~ wy(balien),

(Lo Le L)
- [

J

= n(bj), (8.2)
car [ wj=0dm;et [, n=0.Dun autre coté, on a

/ ©;n = 2mi Z Rés,, (prn)-
ox* k=1

En utilisant un raisonnement similaire a celui fait précédemment pour montrer
que (i) = (i7), on obtient

/ o =270 Y i (pr).
ox* k=1
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En tenant compte des définitions de ¢;, pi et ¢, on obtient

n D
/ win = 27m'§ ck/ wj,
oX* k=1 Po
m Dk
= 2m g / wj,
k=1 Y4k

= 27m'/wj.
¥

En comparant cette derniére expression avec celle obtenue dans (8.2), on ob-

tient
n(b;) = / nzZm'/wj.
b; Y

J

Comme 7 est un chemin fermé, il peut s’écrire sous la forme

g g
v = E m;a; + E Mgyibj.
j=1 j=1

Dés lors,

o) = [ n
b
g
= 27mz<m]/ wk+mg+j/wk>,
j=1 aj bj
g
= 2m mk+2mg+j/wk
j=1 bj
g
= 2m mk+2mg+j/wj
=1 ok

g
= 2m my + Z Mgt ;W; (bk)
j=1

Y

, car Z est symétrique ,

Posons g
0=n—2mi Z Mg jw;(bg).
j=1

La forme différentielle

g
Z mg+jw; (br),
=1
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étant holomorphe, on en déduit que 6 (comme 1) est une différentielle méro-
morphe ayant des poles simples en p; et dont les résidus sont Rés, 0 = c¢; € Z.
En outre, on a

/b9 = 0(bx),

g
= nby) = 210 > mgjw;(bi),

j=1
g g
= 2m (mk + Z mg+jo<bk)> — 2m Z mgﬂ-wj(bk),
j=1 j=1
= 27rimk,
et
/ (9 = (9<Clk),
ay
g
= n(ag) — 2mi Z Mg jw;(ag),
j=1
= 2mimy,
car
M%%:/UZQ
ak
et

w]'(&k) = / Wi = (Skj = 0.

Donc l'intégrale de 6 le long de tout chemin fermé est définie & un multiple
entier de 2me prés. La fonction que ’'on cherche & déterminer est

Rp

fp)=en’.

En effet, cette fonction est bien définie et nous allons voir qu’elle est méro-

morphe et que
m m

=D a-> b

j=1 j=1

Notons qu’au voisinage de p;, on a

0= (L+g))at
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ou g(t) est une fonction holomorphe et

RE

fle) = e (Fro®)d

R
¢ loge—c;logt+ £ g(t)dt

= e9G(t),

Y

ot G(t) est une fonction holomorphe. On en déduit que suivant le signe de ¢;,
p; est un zéro ou un pole de f d’ordre |¢;|. Finalement, on a

(N)=D epi=> a—> v
j=1 j=1 j=1

et le théoréme est démontré. [
On désigne par Lg ou tout simplement L le réseau dans CY défini par le
Z-module L = 79 & Q7Z9, ou encore

g w1 %1

L: Z k]/ —i—mj/ :k’j,ijZ ,
b

—1 j
/ Wy Wy

i.e., le sous-groupe de CY engendré par les vecteurs colonnes de la matrice des
périodes de €.

Définition 8.2 L’espace quotient CI/L, s’appelle variété jacobienne de X et
on le désigne par Jac(X).

La variété jacobienne de X, est un tore complexe de dimension g. En effet,
en utilisant la suite exponentielle exacte de faisceaux

0—Z -5 0y 22 0% — 0,

ou Ox est le faisceau des fonctions holomorphes sur C, O% est le faisceau des
fonctions holomorphes ne s’annulant pas sur X, ¢ est I'inclusion triviale et exp
est Papplication exponentielle exp f = e2™V~1/ ainsi que la dualité, on montre
que

12

Jac(X) = H'(X,0x)/H'(X,Z

H' (X,Q%) /H" (X,Z
H(X,0%)"/Hi(X,2),
~ C9/7%.

) )
)

Y

12
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Remarque 8.1 Soit

D= njq € Div (X),

j=1

o p € X est fixé et soit (wy, ...,w,) une base de différentielles holomorphes sur
X. L’application

¢ : Div (X) — Jac(X), Dr— (Zn]/ wi, ...,an/ wg) ,
=1 p =1 Jp

est dite "application d’Abel-Jacobi". Dans le cas particulier ot
m m
D:D1—D2:Z%_ijv
Jj=1 Jj=1

la condition (i) signifie que D € Dit’(X) ou encore Dy est équivalente a Ds.
La condition (ii) peut s’écrire sous une forme condensée,

Do
Vw € QYX), / w:/w.
D ol

Notons que la condition (ii) peut encore s’écrire sous la forme

m 4 m g
o(D) = (Z/ wl,...,Z/ wg> =0 mod. L,
j=1“Pi j=17Pj

avec @ Uapplication définie par ¢ = Div®(X) — Jac(X).

9 Le probléme d’inversion de Jacobi

Avant tout nous avons besoin d’un résultat qui découle du théoréme de
Riemann-Roch.

Proposition 9.1 Soit D un diviseur positif sur une surface de Riemann com-
pacte X de genre g > 0. Alors

a) dimZ(—D) > g — deg D.

b) Pour tout p € X, on a dimZ(—p) < g — 1. Autrement dit, il existe une
différentielle w holomorphe sur X telle que : w(p) # 0.

Démonstration : a) Rappelons que les seules fonctions holomorphes sur une
surface de Riemann compacte X sont les constantes. Donc

L(0) = {fonctions constantes sur X} ~ C,
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et dim £(D) > 1. D’apreés le théoréme de Riemann-Roch, on a
dimZ(—D)+deg D —g+1>1,

ce qui implique que :
dimZ(—D) > g — deg D.

b) Procédons par I'absurde, i.e., supposons que :
Vw € QNX), w(p)=0.
Donc dimZ(—p) = g et en vertu du théoréme de Riemann-Roch, on a
dim £(D) =dimZ(—p) +degp—g+1=2.
D’ou
L(p) ={1,f},
ou f est une fonction méromorphe non constante (ayant au plus un pole simple
en p) telle que : (f) > —p. La fonction

f: X — PYC),

n’a pas de points de branchements et la surface X est un revétement non ramifié
de P*(C), deg f = 1, ce qui implique que X ~ P*(C). Ceci est absurde puisque
g(X) > 0 par hypothése et g(P'(C)) = 0, ce qui achéve la démonstration. [

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 0. On note Sym?X
I’ensemble de tous les diviseurs positifs

d
D= ijv
j=1

de degré d sur X. On dit que Sym?X est le deme produit symétrique de X.
On montre que Sym®X peut-étre muni d’une structure de variété complexe.
Soit

X=X x..xX,

le produit direct de X; c’est une variété complexe. Considérons le groupe
symétrique ¥, des permutations de {1,...,d}. Dés lors, pour tout o € ¥, on
définit application o : X — X%, en posant

U(plv "'7pd) = (pcrlu "'7p<7d>7

ol 01, ..., 04 désignent les fonctions symétriques élémentaires. Cette application
est biholomorphe, d’ott ¥4 C Aut (X?), i.e., ¥4 est un sous groupe du groupe
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des automorphismes de X?. Notons que Sym?X hérite de X4 d’une structure
d’espace topologique. L’espace quotient

Sym‘X = X?/%,,
est un espace séparé compact. La projection

7 X4 — Sym?X,
munit Sym?X d’une structure de variété complexe. En effet, soit pj € X,

D= peSym’X, p;#p.

Autour de chaque p;, on choisit un systéme de coordonnées locales (Uj, z;)
dans X. On suppose que pour p; # pi, on a U; N Uy # 0 et que pour p; = py,
on a z; = 2z, dans U; = U},. L’application

> 45— (01(2(4))), - 9a(%()))) ,

détermine, d’aprés le théoréme fondamental d’algébre, une carte locale sur
m(Up x...xUy) C Sym?X. En dehors des points de branchements de la surface,
I'application 7 est un revétemnt et on peut prendre (z1(p1)), ..., z4(pa)) comme
coordonnées autour de D € Sym?X. Autour d’un point d.p, ensemble suivant :
(z14+ -+ 24,..., 21...24), forme un systéme de coordonnées locales.

Théoréme 9.2 Soit
D D
0y Sym’X — Jac(X), Dr— ¢, (D)= (/ wl,...,/ wg) ,
0 0

Uapplication d’Abel-Jacobi restreinte a lespace Sym?X ow (w1, ...,w,) est une
base normalisée de Q*(X). Alors

a) L’application @, est bien définie.

b) L’application @, est injective.

c¢) L’application @, est surjective. Si Dy est un diviseur positif de degré g,
alors, pour tout (si1,...,s,) € C9, il existe un diviseur Dy positif de degré g tel

que :
Do
/ W = Sg.
Dy

¢ : Div°(X) — Jac(X),

L’application

est surjective. (Probléme d’inversion de Jacobi).
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Démonstration : a) Montrons que I'application ¢, est bien définie. Autrement
dit, montrons que deux éléments équivalents dans Sym?X, sont envoyés sur
deux éléments équivalents dans CY9/L. Soient donc D; et D, deux diviseurs
équivalents dans SymYX et v un chemin fermé sur X. D’aprés le théoréme
d’Abel et la remarque 8.1, on a

Dy Do D1 D1 Do Do
(/ wl,...,/ wg) - (/ wl,...,/ u)g) = </ wl,...,/ wg> R
0 0 0 0 D1 D1
= (/wl, ...,/wg) s
Y Y

et il suffit de montrer que f7 wj € L, 1 <j < g. Le chemin v étant fermé, on
peut donc I’écrire sous la forme :

= Z (akay, + Brby), (o, Bk € Z),
k=1

ou (ai,...,aq,b1,...,b,) est une base de cycles dans le groupe d’homologie
H, (X,Z). Dés lors

g9
/wj:Z(ak/wj—i—ﬂk/wj), 1§]§g
v k=1 ak by,

Nous avons montré précédemment que la matrice 2 des périodes de X peut
s’écrire sous la forme

Q = (E,F), (définition 4.2),
= (I,72), Z=FE'F, (proposition 4.6),

Lo -0 fb1 w1 fbl Wz o fbl Wy
B 01 -+ 0 fwr f,wr -+ [,y
0 0 1 fbg w1 fbg Wz - fbg Wy

g
/wjzaj+25k/wj, l<j=<g,
gl k=1 bi

ce qui montre ? que fv w; € L.
b) Montrons que 'application ¢, est injective. Autrement dit, montrons que si

“Rappelons que si un réseau L de g points dans RY est défini par les vecteurs ci, ..., ¢,
rapportés a l'origine, alors dire qu’un point (x1,...,x4) € L, cela signifie que (z1,...,24) =
Bic1+ ...+ Bgeg, (B1, ..., By € Z) ou encore en terme de composantes (¢j1, ..., ¢jq) du vecteur
¢j, 1 <j < g, il faut que : &; = Y.7_, Brerj, 1 < j < g. Ici, nous avons un réseau de 2g
points dans CY9 dont les g premiers sont les vecteurs unités. Donc dire que f7 wj € L, cela
est équivaut du point de vue des composantes i fw wj =0+ Y9 Bk, 1 <j<getil
suffit de choisir cx; = [, w;.
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deux diviseurs D; et D, sont envoyés sur des points équivalents, alors Dy ~ Ds.
Soit <f0D1 Wi, ..., fODI wg) I'image de D; et <fOD2 Wi, ..., f0D2 wg> celui de D,. Ces

images étant équivalentes, alors

DQ D2
(/ w1, ,/ wg) €L,
D, Dy

D, g
(/ wj) = o+ B,
D1 k=1
g9 g9
= > i+ > Brers,
k=1 k=1
g g9
= Do [ w3 [ o
k=1 ak k=1 bk

- /w]a
~y

ou v = Y 1_, (agag + Bibk), (., Bk € Z), est un chemin fermé et ne dépend
pas de j. Par conséquent, pour tout w, on a

Do
(=)= [
D1 0%
et d’aprés le théoréme d’Abel, Dy ~ Ds.
¢) La preuve va se faire en plusieurs étapes :

Etape 1 : Soit (wy,...,w,) une base normalisée de Q'(X) et choisissons un
diviseur positif D sur X de degré g tel que :

(w;j(ps)) # 0,

oup; € Xetl <j < g. Nous verrons ci-dessous que ce choix est toujours
possible et on dira que "D est général". On veut montrer qu’il existe un diviseur

positif Dy de degré g tel que :
Dy
/ WE = Sk.
Dy

Ceci est équivalent & montrer 'existence du diviseur D ci-dessus tel que :

et dés lors

Do
/ wk:tk, V(tl,...,tg) e CY.

D
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Do D Do
Sk:/ wkZ/ wk—i-/ Wk,
Dy Dy D

D> D
/ wk:sk—/ wk:tk.
D Dy

Etape 2 : Montrons que les conditions suivantes sont équivalentes,
(1)D est général,
(17) dim L(D) = 1,
(i
i

En effet, on a

i) dimZ(—D) = 0.
On a, (i1) < (7ii). En effet, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch, on a

dim £(D) = dimZ(—D) + deg D — g + 1.

Or deg D = g, donc dim £L(D) = 1 si et seulement si dim Z(—D) = 0. Montrons
maintenant que (i) < (7ii), i.e., non (i) < non (7i7). En effet, non (4i7) signifie
que dimZ(—D) # 0, i.e., il existe une forme différentielle w holomorphe telle
que : (w) > D. Autrement dit, pour tous py,...,p, € D, on peut trouver des
coefficients cy, ..., ¢, tels que :

g

w=> awlp), 1<j<yg,
k=1

ot (wi,...,w,) est une base de Q'(X). Les coefficients ¢, ..., ¢, existent si et
seulement si ce systéme homogéne de g équations & ¢ inconnues posséde une
solution non triviale. Autrement dit si et seulement si

wl(Pl) Wl(pl)
det : : =0,

wy(pg) -+ wylpg)

ou encore si et seulement si la condition (7) n’est pas satisfaite.

Etape 3 : Pour montrer que le diviseur D est général, il suffit donc de prouver
que l'une des conditions (i7) ou (7i7) mentionnée dans I’étape 2, est satisfaite.
D’apreés la proposition 9.1, on a

dimZ(—p1) =g — 1,
ce qui montre qu’il existe py € X tel que :
Z(—p1 — p2) C Z(—p1),

et
dimZ(—p; —ps) =g — 2.
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De méme, il existe p3 € X tel que :
Z(=p1 — p2 — p3) C Z(—p1 — p2),

et
dimZ(—p; —ps —p3) =g — 3.

Et ainsi de suite, on peut trouver p, € X tel que :

I(—pr—p2— - —pg) CI(=p1 —p2— " — Pg—1),
et
dimZ(—p; —pa — - —pg) =0,
ie.,
dimZ(-D) =0,

et nous avons montré dans I’étape 2 ci-dessus que ceci est équivalent a
dim £(D) =1,

et aussi que D est général.
Etape 4 : Il reste a prouver qu’il existe D5 tel que :

Do
/ wp =1k, 1<k<g.
D

Posons
g g
D= E Doy D, = E Dy,
Jj=1 Jj=1
et considérons la fonction

fp) = (frp), -, fo(p),

- (Z/pw Wy, Z/po] Wg>7
_ (%%9) (9.1)

ou p = (p1, ..,Dg). Notons que nous avons remplacé 10 ¢, par % ou n est un
entier suffisamment grand. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on
peut déterminer p explicitement car la matrice jacobienne

(%) B WI(Epl) wl(;pl) |

o wy(pg) - wy(py)

Opour étre sur de travailler dans un voisinage assez petit
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est inversible d’aprés la définition du diviseur D. D’aprés (9.1), on a

t
fk(p)zf, 1<k<yg

et

9 Dj D2
fk(p):Z/ wkZ/ wr, 1<k<y,
j=1 7 Poj D

DQ DS
n/ W =1t = / Wk
D D

On doit donc trouver un diviseur Dj tel que :

Do D3
D D

Celui-ci existe d’aprés le théoréme d’addition!!. Considérons enfin les diviseurs
de degré 0 de la forme D — pg ou D € Sym?X. Ces diviseurs forment un
ensemble que 1’on note

Sym?Y = Sym?X — pg.

L’application ¢, étant surjective sur I'espace Sym?X, elle est donc aussi sur-
jective sur Sym?Y. Par conséquent, ¢ est surjective sur Div’(X) et la démons-
tration s’achéve. [
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