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La méthode de di�usion inverse de résolution de certaines équations non-
linéaires se base sur l'idée de l'étude de celles-ci sous forme d'une équation
d'un certain opérateur et utilise une analogie avec la mécanique quantique. On
exposera certaines notions mathématiques de cette mécanique et on se servira
de la terminologie des physiciens pour décrire les propriétés des solutions de
l'équation stationnaire de Schrödinger

~
2m

ψ′′ + (λ− u(x))ψ = 0, ′ ≡ d

dx
,

sans s'arrêter sur les motivations physiques des notions introduites. Nous ver-
rons que la métode de di�usion inverse se réduit à la solution d'une équation
intégrale linéaire de Gelfand-Levitan. Dans la suite, nous simpli�erons les no-
tations en utilisant un système d'unités dans lequel la constante de Planck est
~ = 1 et la masse de la particule est m = 1

2
.

1 Equation stationnaire de Schrödinger
Considérons l'équation

ψ′′ + (λ− u(x))ψ = 0, −∞ < x < ∞ (1.1)

où ψ (inconnue) est la fonction d'onde d'une particule, le paramètre spectral
λ est l'énergie de la particule, la fonction u(x) est le potentiel ou énergie
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potentielle de la particule. Lorsque la particule est libre (i.e., u = 0) et a une
énergie positive (i.e., λ = k2), alors l'équation (1.1) se réduit à

ψ′′ + k2ψ = 0, (1.2)

et admet deux solutions linéairements indépendantes eikx et e−ikx.
Désignons par Esr

(2) (resp. Esc
(2)) l'espace des solutions réelles (resp. com-

plexes) de l'équation (1.1) et par Esr
(3) (resp. Esc

(3)) l'espace des solutions réelles
(resp. complexes) de l'équation (1.2). L'espace Esr

(3) (resp. Esc
(3)) est muni de la

base (cos kx, sin kx)(resp. (eikx, e−ikx)). Soit [α, β] le support borné de u. On
dé�nit l'opérateur de monodromie réel de l'équation (1.1), par

M : Esr
(2) −→ Esr

(2), a cos kx + b sin kx 7−→
{

a cos kx + b sin kx si x < α
c cos kx + d sin kx si x > β,

où a, b sont des constantes et (c, d) = Mu(a, b). Celà signi�e qu'à chaque
solution de l'équation (1.2) est associée :

(i) la solution de (1.1) qui se trouve à gauche de α ; dans cette région la
solution de (1.2) est confondue avec celle de (1.1).

(ii) La solution de (1.1) qui se trouve à droite de β.
De même, on dé�nit l'opérateur de monodromie complexe de l'équation (1.1)
par

M : Esc
(2) −→ Esc

(2), aeikx + be−ikx 7−→
{

aeikx + be−ikx si x < α
ceikx + de−ikx si x > β.

Proposition 1 Soit W le plan de phase formé par les points représentatifs,
i.e., des couples de nombres réels (ψ, ψ′). Soit

Bx1

(2) : Esr
(2) −→ W, ψ 7−→ Bx1

(2)ψ = (ψ(x1), ψ
′(x1)),

un opérateur avec ψ une solution de l'équation (1.1) dont les conditions ini-
tiales pour x = x1 ∈ R sont (ψ(x1), ψ

′(x1)). Alors
a) L'espace Esr

(2) est isomorphe à W .
b) L'application (de phase) de x1 à x2 dé�nie par

gx2
x1
≡ Bx2

(2)

(
Bx1

(2)

)−1

: W −→ W, (ψ(x1), ψ
′(x1)) 7−→ (ψ(x2), ψ

′(x2)),

est un isomorphisme linéaire.

Démonstration. a) Il est clair que Bx1

(2) est linéaire. En outre, pour tout point
représentatif (ψ, ψ′) ∈ W , il existe d'après le théorème d'existence une solution
ψ véri�ant sa condition initiale (ψ(x1), ψ

′(x1)). Donc

Im Bx1

(2) ≡ {Bx1

(2)ψ : ψ ∈ Esr
(2)} = W.
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En�n
Ker Bx1

(2) ≡ {ψ : ψ ∈ Esr
(2),Bx1

(2)ψ = 0} = {0},
découle du théorème d'unicité car la solution véri�ant la condition initiale au
point x1 est égale à zéro.
b) Le résultat découle du fait que l'inverse d'un isomorphisme en est un. Plus
précisément, si ψ1 et ψ2 sont deux solutions de l'équation (1.1), alors

(ψ(x1), ψ
′(x1)) = Bx1

(2)ψ,

= Bx1

(2)ψ1 + Bx1

(2)ψ2,

= (ψ1(x1), ψ
′
1(x1)) + (ψ2(x1), ψ

′
2(x1)),

et ceci équivaut à
(
Bx1

(2)

)−1

((ψ1(x1), ψ
′
1(x1)) + (ψ2(x1), ψ

′
2(x1))) =

(
Bx1

(2)

)−1

(ψ(x1), ψ
′(x1)),

= ψ,

= ψ1 + ψ2,

=
(
Bx1

(2)

)−1

(ψ1(x1), ψ
′
1(x1))

+
(
Bx1

(2)

)−1

(ψ2(x1), ψ
′
2(x1)).

Ceci achève la preuve de la proposition. ¤
De la même manière, on peut dé�nir un opérateur Bx1

(3) de Esr
(3) dans W qui

associe à chaque solution de l'équation (1.2), sa condition initiale au point x1.
Dans ce cas au lieu d'application de phase, on aura un point de phase.

Rappelons qu'une particule se propageant à partir de x = −∞, traverse
une barrière potentielle avec un coe�cient de transmission T et un coe�cient
de ré�exion R si l'équation (1.1) où λ = k2 admet une solution ψ telle que :

ψ =

{
Teikx, à droite de la barrière.

eikx + Re−ikx, à gauche de la barrière.
Proposition 2 Si l'équation (1.1) où λ = k2, possède une solution confondue
avec aeikx pour x ¿ 0 et avec be−ikx pour x À 0, alors cette solution est nulle.
En outre, pour tout k > 0 les ψ, T et R dé�nis ci-dessus existent et sont
uniques.
Démonstration. Considérons dans l'espace Esc

(2) les formes hermitiennes 〈aeikx, aeikx〉,
〈be−ikx, be−ikx〉 et 〈aeikx, ae−ikx〉. En désignant par [., .] le produit scalaire gauche,
alors

〈aeikx, aeikx〉 =
i

2
[aeikx, ae−ikx],

=
i

2

∣∣∣∣
a ia
a −ia

∣∣∣∣ ,

= |a|2.
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De même, on a

〈be−ikx, be−ikx〉 = −|b|2,
〈aeikx, ae−ikx〉 = 0.

Dès lors, en posant
z = z1e

ikx + z2e
−ikx,

où z1 et z2 sont les coordonnées du vecteur z dans la base (eikx, e−ikx), on
obtient

〈z, z〉 = |z1|2 − |z2|2,
i.e., 〈., .〉 est du type (1, 1). Puisque l'opérateur de monodromie conserve cette
forme hermitienne, on en déduit que

|a|2 = −|b|2,

et donc a = b = 0. Considérons maintenant une particule allant vers +∞ et
soit eikx une solution à droite de la barrière. A gauche de la barrière cette
solution devient

eikx y aeikx + be−ikx à gauche de la barrière. (1.3)

D'après ce qui précède, le coe�cient a est non nul. Donc pour avoir la solution
cherchée, il su�t de diviser les deux membres de (1.3) par a,

1

a
eikx y eikx +

b

a
e−ikx.

En prenant T =
1

a
et R =

b

a
, celà montre que T et R sont dé�nis de façon

univoque, ce qui achève la démonstration. ¤
Nous allons démontrer un théorème qui va nous être utile par la suite.

Théorème 3 (Liouville). Soient f un champ de vecteurs rapporté à des coor-
données orthonormales x = (x1, ..., xn) et

ẋ = f(x),

un système d'équations di�érentielles ordinaires dont les solutions sont prolon-
geables sur l'axe des temps tout entier. On pose

gtx = x + f(x)t + o(t2),

pour t petit et on désigne par D un domaine de l'espace de phase,

D(t) ≡ gtD(0),
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et par v(t) le volume de D(t). Si

div f =
n∑

j=1

∂fj

∂xj

= 0,

alors v(t) = v(0), i.e., gt conserve le volume de tout domaine.

Démonstration. On a

v(t) =

∫

D(t)

dx =

∫

D(0)

∂gtx

∂x
dx,

où ∂gtx

∂x
est la matrice jacobienne,

∂gtx

∂x
= I +

∂f

∂x
t + o(t2).

Le déterminant de l'opérateur I +
∂f

∂x
t est égal au produit des valeurs propres.

Celles-ci (en tenant compte de leurs multiplicités) sont égales à 1 + t
∂fj

∂xj

où
∂fj

∂xj

sont les valeurs propres de ∂f

∂x
. Donc

det
∂gtx

∂x
= 1 + t

n∑
j=1

∂fj

∂xj

+ o(t2) = 1 + t div f + o(t2).

Dès lors,
v(t) =

∫

D(0)

(1 + t div f + o(t2))dx,

et
v̇(t)|t=0 =

∫

D(0)

div fdx.

Comme t = t0 n'est pas plus mauvais que t = 0, on a aussi

v̇(t)|t=t0
=

∫

D(t0)

div fdx,

et la preuve du théorème en découle. ¤

Remarque 1 Le théorème de Liouville se généralise facilement au cas de sys-
tèmes non autonomes (f = f(x, t)). En e�et, les termes de premier degré dans
l'expression de ∂gtx

∂x
démeurent les mêmes. Or les termes de degré supérieur à

un n'interviennent pas dans la démonstration. Autrement dit, le théorème de
Liouville est un théorème de premier ordre. Ce sera précisément cette généra-
lisation qui sera utile dans la suite.
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Proposition 4 La matrice de l'opérateur de monodromie dans la base (cos kx, sin kx)
(resp. (eikx, e−ikx)) appartient au groupe SL(2,R) (resp. SU(1, 1)).

Démonstration. Montrons que le déterminant de l'opérateur de monodromie
de l'équation de Schrödinger est égal à un. L'espace Esr

(3) est muni de la base
(cos kx, sin kx). Or

Bx
(3) cos kx = (cos kx,−k sin kx),

Bx
(3) sin kx = (sin kx, k cos kx),

donc W est muni d'une base dans laquelle la matrice de l'opérateur (on utilise
ici la même notation pour l'opérateur et la matrice) s'écrit

Bx
(3) =

(
cos kx sin kx
−k sin kx k cos kx

)
,

d'où detBx
(3) = k, indépendant de x. Désignons par x+ le point x à gauche du

support du potentiel et par x− celui à droite. On a la situation suivante :

M : Esr
(3) → Esr

(3), a cos kx+b sin kx 7→ c cos kx+d sin kx, (c, d) = Mu(a, b),

Bx−
(3) : Esr

(3) −→ W,

a cos kx + b sin kx 7−→ (a cos kx− + b sin kx−,−ak sin kx− + bk cos kx−),

Bx+

(3) : Esr
(3) −→ W,

c cos kx + d sin kx 7−→ (a cos kx+ + b sin kx+,−ak sin kx+ + bk cos kx+),

gx+

x− : W −→ W,

(a cos kx− + b sin kx−,−ak sin kx− + bk cos kx−)

7−→ (a cos kx+ + b sin kx+,−ak sin kx+ + bk cos kx+).

On véri�e directement que :

gx+

x−oBx−
(3) = Bx+

(3)oM,

et puisque
detBx+

(3) = Bx−
(3) ,

on a donc
detM = det gx+

x− .
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Or gx conserve les aires d'après le théorème 3 de Liouville et la remarque 1.
En e�et, en posant ψ1 = ψ, ψ2 = ψ′, on récrit l'équation (1.1) sous la forme

ψ′1 = ψ2 ≡ f1,

ψ′2 = (u(x)− λ)ψ1 ≡ f2.

Ici, on a f = (f1, f2), t = x et

div f =
∂ψ2

∂ψ1

+
∂(u(x)− λ)ψ1

∂ψ2

= 0.

Dès lors, det gx+

x− = 1 et par conséquent detM = 1. Pour le cas de SU(1, 1),
nous allons montrer que la matrice (notée également M) d'un opérateur est
réelle et unimodulaire dans la base (cos kx, sin kx) si et seulement si elle est
spéciale (1, 1)-unitaire dans la base conjuguée complexe (eikx, e−ikx). En posant
comme dans la preuve de la proposition 2,

z = z1e
ikx + z2e

−ikx,

où z1 et z2 sont les coordonnées du vecteur z dans la base (eikx, e−ikx), on
obtient

〈z, z〉 = |z1|2 − |z2|2,
i.e., 〈., .〉 est du type (1, 1). L'opérateur de monodromie conserve cette forme
hermitienne. Dire queM est réelle et unimodulaire dans la base (cos kx, sin kx)
équivaut àM∈ GL(2,R)∩SL(2,C) ou ce qui revient au mêmeM∈ SU(1, 1)
ou encore M est (1, 1)-unitaire et unimodulaire dans la base (eikx, e−ikx). Ceci
achève la preuve de la proposition. ¤

Remarque 2 Il est bien connu que la somme des coe�cients de transmis-
sion et de ré�exion est égale à un. Cette propriété générale et importante de
l'équation de Schrödinger peut être obtenue comme corollaire de la proposition
précédente et donc sans l'utilisation de la théorie des probabilités. En e�et, on
utilise la dé�nition de l'opérateur de monodromie,

eikx + Re−ikx 7−→ Teikx,

e−ikx + Reikx 7−→ Te−ikx.

Divisons la première expression par T 6= 0 et la seconde par T 6= 0, on obtient
(

eikx

e−ikx

) (
1
T

R
T

R
T

1
T

)
7−→

(
eikx

e−ikx

)
.

Donc dans la base (eikx, e−ikx), la matrice de l'inverse de l'opérateur de mono-
dromie est

M−1 =

(
1
T

R
T

R
T

1
T

)
,
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et par conséquent, la matrice de l'opérateur de monodromie dans la base (eikx, e−ikx)
est

M =

(
1
T

−R
T−R

T
1
T

)
.

Or d'après la proposition 4, on aM∈ SU(1, 1) (detM = 1) et par conséquent

|T |2 + |R|2 = 1.

2 Equation intégrale de Gelfand-Levitan
Dé�nissons les solutions ψ1(x, λ) et ψ2(x, λ) de l'équation (1.1) par les

conditions initiales :

ψ1(0, λ) = 1, ψ′1(0, λ) = 0,

ψ2(0, λ) = 0, ψ′2(0, λ) = 1.

Pour le cas simple u(x) = 0, on a évidemment
{

ψ1(x, λ) = cos
√

λx = 1 +
(−1

2
λ
)
x2 +

(
1
24

λ2
)
x4 + O (x6) ,

ψ2(x, λ) = 1√
λ

sin
√

λx = x +
(−1

6
λ
)
x3 +

(
1

120
λ2

)
x5 + O (x7) .

(2.1)

Pour
√

λ, on peut choisir par exemple la détermination
√

λ =
√

rei θ
2 ,

où λ = reiθ avec r > 0 et −π < θ < π. Soit α un nombre réel arbitraire. La
fonction

ψ(x, λ) = ψ1(x, λ) + αψ2(x, λ),

est aussi solution de l'équation (1.1) et satisfait à la condition aux limites

ψ′(0, λ)− αψ(0, λ) = 0.

Pour α = 0, on a ψ(x, λ) = ψ1(x, λ) et pour α = ∞, on posera ψ(x, λ) =
ψ2(x, λ). On suppose que pour λ ∈ C et x ≥ 0, on a

ψ(x, λ) = cos
√

λx +

∫ x

0

K(x, t) cos
√

λtdt, (2.2)

où K est une fonction à déterminer, soumise à la condition d'avoir des dérivées
partielles d'ordre un et d'ordre deux continues dans l'ensemble des couples de
réels (x, t) tels que : 0 ≤ t ≤ x. Autrement dit, on cherche ψ(x, .) comme une
perturbation de la fonction

x 7−→ ψ(x, λ) = cos
√

λx,
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et de façon précise, comme une transformée (I +K)ψ1(x, .) où K est un opéra-
teur de Volterra dans [0, +∞[. Nous allons chercher les conditions auxquelles
K(x, t) doit satisfaire pour que la fonction (2.2) soit solution de l'équation
di�érentielle (1.1). De l'équation (2.2), on obtient

∂2ψ

∂x2
(x, λ) = −λ cos

√
λx +

dK(x, x)

dx
cos

√
λx

−
√

λK(x, x) sin
√

λx +
∂K(x, t)

∂x

∣∣∣∣
t=x

cos
√

λx

+

∫ x

0

∂2K(x, t)

∂x2
cos

√
λtdt. (2.3)

Calculons l'expression λ
∫ x

0
K(x, t) cos

√
λtdt, en faisant deux intégrations par

parties, on obtient

λ

∫ x

0

K(x, t) cos
√

λtdt =
√

λK(x, x) sin
√

λx

+
∂K(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=x

cos
√

λx− ∂K(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

−
∫ x

0

∂2K(x, t)

∂t2
cos

√
λtdt. (2.4)

Pour calculer l'expression (1.1), on y substitue (2.3) et (2.4),

0 = ψ′′ + (λ− u(x))ψ

=
dK(x, x)

dx
cos

√
λx +

(
∂K(x, t)

∂t
+

∂K(x, t)

∂x

)

x=t

cos
√

λx

− ∂K(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

− u(x) cos
√

λx

+

∫ x

0

(
∂2K(x, t)

∂x2
− ∂2K(x, t)

∂t2
− u(x)K(x, t)

)
cos

√
λtdt.

On a
∂2K(x, t)

∂x2
− u(x)K(x, t) =

∂2K(x, t)

∂t2
, (2.5)

avec les conditions aux limites
∂K(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (2.6)

dK(x, x)

dx
=

1

2
u(x). (2.7)

Pour les conditions initiales, on a

ψ(0, λ) = 1,
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et
ψ′(0, λ) = K(0, 0).

Comme
ψ′(0, λ)− αψ(0, λ) = 0,

alors
K(0, 0) = α.

Par conséquent,
K(x, x) = α +

1

2

∫ x

0

u(t)dt. (2.8)

Si u(x) possède une dérivée continue, alors il existe une solution unique de
(2.5), satisfaisant aux conditions (2.6) et (2.8). D'où, il existe une fonction
K(x, t) satisfaisant (2.2). Résolvons l'équation (2.2) en tant qu'équation de
Volterra, nous obtenons

cos
√

λx = ψ(x, λ)−
∫ x

0

K1(x, t)ψ(t, λ)dt, (2.9)

et de la même manière que précédemment, on montre que K1(x, t) est solution
de l'équation

∂2K1(x, t)

∂x2
=

∂2K1(x, t)

∂t2
− u(t)K1(x, t),

avec les conditions
(

∂K1

∂t
− αK1

)

t=0

= 0,

K(x, x) = α +
1

2

∫ x

0

u(t)dt.

Pour le cas α = ∞, on cherche ψ(x, λ) comme une perturbation de la
fonction

x 7−→ ψ(x, λ) =
1√
λ

sin
√

λx,

de (2.1) ou ce qui revient au même comme une transformée (I + K)ψ1(x, .)
où K est un opérateur de Volterra dans [0, +∞[. Autrement dit, on pose pour
λ ∈ C et x ≥ 0,

ψ(x, λ) =
sin
√

λx√
λ

+

∫ x

0

L(x, t)
sin
√

λx√
λt

dt, (2.10)

où L est une fonction à déterminer, soumise à la condition d'avoir des dérivées
partielles d'ordre un et d'ordre deux continues dans l'ensemble des couples
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de réels (x, t) tels que : 0 ≤ t ≤ x. En raisonnant comme précédemment, on
obtient la relation

∂2L(x, t)

∂x2
− u(x)L(x, t) =

∂2L(x, t)

∂t2
,

avec les conditions

L(x, x) = 0,

L(x, x) =
1

2

∫ x

0

u(t)dt.

En résolvant l'équation (2.10), on obtient

sin
√

λx√
λ

= ψ(x, λ) +

∫ x

0

L1(x, t)ψ(t, λ)dt. (2.11)

Les fonctions L(x, t) et L1(x, t) possèdent les mêmes propriétés que les fonc-
tions K(x, t) et K1(x, t) obtenues précédemment.

Rappelons que pour toute fonction f(x) ∈ L2(R), on a l'identité de Parseval
∫ ∞

0

f 2(x)dx =

∫ ∞

−∞
F 2(λ).dρ(λ),

où
F (λ) ≡ F{f(x)} =

∫ ∞

0

f(x)ψ(x, λ)dx,

est la transformée de Fourier de f(x) et ρ(λ) une fonction monotone, bornée
sur tout intervalle �ni. La suite de fonctions

Fn(λ) =

∫ n

0

f(x)ψ(x, λ)dx,

converge en moyenne quadratique (pour la mesure spectrale ρ(λ)) vers F (λ),
i.e.,

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
(F (λ)− Fn(λ))2dρ(λ) = 0.

On choisit ρ(λ) sous la forme

ρ(λ) =

{ 2

π

√
λ + σ(λ) si λ > 0

σ(λ) si λ < 0

où σ(λ) désigne une mesure à support compact avec
∫∞
−∞ |λ|.|dσ(λ)| < +∞.

Pour 0 < b < y < a < x, les fonctions
∫ x

a
ψ(t, λ)dt et

∫ y

b
cos

√
λtdt sont ortho-

gonales par rapport à ρ(λ). Autrement dit, on a la relation d'orthogonalité :

I ≡
∫ ∞

−∞

(∫ x

a

ψ(t, λ)dt

)(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dρ(λ) = 0.
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En e�et, en intégrant l'équation (2.9) de b à y, on obtient
∫ y

b

cos
√

λtdt =

∫ y

b

ψ(t, λ)dt−
∫ y

b

dt

∫ t

0

K1(t, s)ψ(s, λ)ds,

=

∫ y

b

ψ(t, λ)dt−
∫ b

0

ψ(s, λ)ds

∫ y

b

K1(t, s)dt

−
∫ y

b

ψ(s, λ)dt

∫ y

s

K1(t, s)dt.

Par dé�nition, cette fonction s'exprime à l'aide de la transformée (en ψ(t, λ))
d'une fonction nulle en dehors de l'intervalle ]b, y[. Comme ]b, y[∩]a, x[= ∅, on
déduit donc de l'égalité de Parseval que l'on a I = 0.

Pour obtenir l'équation intégrale de Gelfand-Levitan, on procède comme
suit : d'après l'équation (2.2), on a

∫ x

a

ψ(t, λ)dt =

∫ x

a

cos
√

λtdt +

∫ x

a

dt

∫ t

0

K(t, s) cos
√

λsds,

=

∫ x

a

cos
√

λtdt +

∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt

+

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt,

en vertu du théorème de Lebesgue-Fubini. Dès lors,

I =

∫ ∞

−∞

(∫ x

a

cos
√

λtdt

)(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dρ(λ)

+

∫ ∞

−∞

(∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt +

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt

)

×
(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dρ(λ) = 0.
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Cette expression peut s'écrire, en utilisant la dé�nition de ρ(λ), sous la forme

I =

∫ ∞

−∞

(∫ x

a

cos
√

λtdt

)(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dσ(λ)

+

∫ ∞

−∞

(∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt +

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt

)

×
(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dσ(λ)

+
2

π

∫ ∞

−∞

(∫ x

a

cos
√

λtdt

)(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dσ(λ)

+
2

π

∫ ∞

−∞

(∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt +

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt

)

×
(∫ y

b

cos
√

λtdt

)
dσ(λ) = 0.

Puisque b < y < a < x, alors compte tenu de l'identité de Parseval, le troisième
terme vaut zéro tandis que le quatrième est égal à

∫ y

b

(∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt +

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt

)
ds

=

∫ y

b

ds

∫ x

a

K(t, s)dt.

Par conséquent,

I =

∫ ∞

−∞

(sin
√

λx− sin
√

λa)(sin
√

λy − sin
√

λb)

λ
dσ(s)

+

∫ ∞

−∞

(∫ a

0

cos
√

λsds

∫ x

a

K(t, s)dt +

∫ x

a

cos
√

λsds

∫ x

s

K(t, s)dt

)

×
(∫ y

b

cos
√

λsds

)
dσ(λ)

+

∫ y

b

ds

∫ x

a

K(t, s)dt = 0.

En posant

F (x, y) ≡
∫ ∞

−∞

sin
√

λx sin
√

λy

λ
dσ(λ),

et

G(x, s) ≡




∫ x

a
K(t, s)dt, 0 ≤ s ≤ a∫ x

s
K(t, s)dt, a ≤ s ≤ x

0, s > x
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l'équation ci-dessus devient

F (x, y)− F (x, b)− F (a, y) + F (a, b)

+

∫ ∞

−∞

(∫ x

0

G(x, s) cos
√

λsds

)(∫ y

b

cos
√

λsds

)
dσ(λ)

+

∫ y

b

ds

∫ x

a

K(t, s)dt = 0.

Cette dernière équation peut encore s'écrire, en faisant une intégration par
parties et en remarquant que G(x, x) = 0,

F (x, y)− F (x, b)− F (a, y) + F (a, b)

+

∫ ∞

−∞

(∫ x

0

∂G(x, s)

∂s

sin
√

λs√
λ

ds

)(
sin
√

λy − sin
√

λb√
λ

)
dσ(λ)

+

∫ y

b

ds

∫ x

a

K(t, s)dt = 0. (2.12)

Or
∫ ∞

−∞

(∫ x

0

∂G(x, s)

∂s

sin
√

λs√
λ

ds

)(
sin
√

λy − sin
√

λb√
λ

)
dσ(λ),

=

∫ x

0

∂G(x, s)

∂s

(∫ ∞

−∞

(
sin
√

λs sin
√

λy − sin
√

λs sin
√

λb

λ

)
dσ(λ)

)
ds,

=

∫ x

0

∂G(x, s)

∂s
(F (s, y)− F (s, b)) ds,

= −
∫ x

0

G(x, s)

(
∂F (s, y)

∂s
− ∂F (s, b)

∂s

)
ds,

= −
∫ a

0

(
∂F (s, y)

∂s
− ∂F (s, b)

∂s

)
ds

(∫ x

a

K(t, s)dt

)

−
∫ x

a

(
∂F (s, y)

∂s
− ∂F (s, b)

∂s

)
ds

(∫ x

s

K(t, s)dt

)
,

=

∫ x

a

dt

∫ t

0

(
∂F (s, y)

∂s
− ∂F (s, b)

∂s

)
ds,

donc l'équation (2.12) devient

F (x, y)− F (x, b)− F (a, y) + F (a, b) +

∫ x

a

dt

∫ t

0

(
∂F (s, y)

∂s
− ∂F (s, b)

∂s

)
ds

+

∫ y

b

ds

∫ x

a

K(t, s)dt = 0.
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En dérivant cette expression par rapport à y puis par rapport à x (la mesure
σ est à support compact), on obtient

∂2F

∂x∂y
+

∫ x

0

K(x, s)
∂2F (s, y)

∂s∂y
+ K(x, y) = 0.

En posant
f(x, y) ≡ ∂2F

∂x∂y
,

on obtient �nalement l'équation intégrale de Gelfand-Levitan pour la fonction
x 7→ K(x, y) valable pour 0 < y < x,

f(x, y) + K(x, y) +

∫ x

0

K(x, s)f(s, y)ds = 0, y ≤ x. (2.13)

Pour le cas α = ∞, i.e., ψ(x, λ) = ψ2(x, λ), il su�t d'intégrer les deux membres
de l'équation (2.11) de 0 à x et d'utiliser un raisonnement similaire. En vertu
de l'hypothèse de continuité de K, l'équation (2.13) doit être véri�é pour x = 0
et x = y. Notons aussi que si on �xe x dans l'équation précédente, alors on
aura ce qu'on appelle équation intégrale linéaire de Fredholm. On peut prouver
que réciproquement, l'équation (2.13) admet une solution unique continue dans
l'ensemble des couples de nombres réels tels que : 0 ≤ t ≤ x.


