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EXERCICE 1

Calculer l'intégrale suivante par la méthode des résidus :
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Solution : On pose
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D’aprés le théoréeme des résidus, on a
(z)dz + f(z)dz + (z)dz + f(2)dz = 2miReés(f(z), mi).
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Le point z = i étant un podle simple de f, alors
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-Sur AB,onaz=z, —r<z<ret
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Lorsque r — oo, cette intégrale tend vers ffooo ﬁem dx.

-Sur BC,onaz=x+1y, 0 <y <2met
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Lorsque r — o0, cette derniére expression tend vers 0 (car 0 < a < 1) et on
en déduit qu’il en est de méme pour lintégrale [, f(2)dz.
- Sur DA, on obtient de maniére similaire que
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et cette expression tend vers 0, lorsque r — oo.
-Sur CD,onaz=xz+42m, —r<z<ret
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Lorsque © — 00, cette intégrale tend vers —e2?™ ffooo 1151 dx.

Finalement, en passant a la limite (r — oo) dans I’expression ci-dessus, on
obtient
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Par conséquent,
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EXERCICE 2

a) Montrer que toute fonction holomorphe est harmonique.

b) En déduire que la partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction
holomorphe sont harmoniques.

c) Montrer que la fonction In |z| est harmonique dans C\{0}.

Solution : a) Soit f une fonction holomorphe, donc elle est indéfiniment
dérivable et les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites. On a
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en vertu des équations de Cauchy-Riemann.

b) Soient u la partie réelle et v la partie imaginaire d'une fonction holo-
morphe f. On a u = %(f +f),v= %(f — f), et le résultat découle de la
question précédente.

c¢) La détermination principale de la fonction logarithme au voisinage de
z # 0 est donnée par log z = In|z| + i, —7 < 6 < 7. La fonction log z, est
holomorphe sur C\{0} et comme In|z| est la partie réelle de log z, alors il
suffit d’appliquer b).



Note : Pour a), on peut noter que le laplacien A s’écrit sous la forme
A= 432—(292 = 4£—2Z. Pour la question b), on a f(z) = u(z,y) + iv(z,y) et
on peut calculer directement les laplaciens Au et Av, en tenant compte des
équations de Cauchy-Riemann et du lemme de Schwarz sur l'interversion des
dérivées partielles. En effet, on a
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De méme, on montre que Av = 0.

EXERCICE 3

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine € C C et soit zg € 2.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f®) (2) =0, Vk €N

i1) f =0 dans un voisinage V(zg) de 2.

i7i) f =0 dans Q.

Solution : On va montrer les implications : iii) = i) = 4i) = iii). Pour
Iimplication iii) = ), c¢’est évident. Montrons que : i) = 7). Par hypothése,
f est holomorphe dans Q et comme 2y € 2, alors f est développable dans
tout disque ouvert {z € C: |z — 29| < r} C Q en série entiére
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Or f*)(29) = 0, Vk € N, donc f = 0 dans un voisinage V(z) de zg. Montrons
maintenant que : i7) = #i7). Soit A I’ensemble des points de {2 qui possédent
un voisinage ouvert sur lequel f = 0. L’ensemble A est un ouvert de €.
En effet, pour tout z € A, il existe un voisinage inclus dans A tels que :
f(2) =0. Donc A est voisinage de chacun de ses points et dés lors A est un
ouvert de 2. De méme, montrons que A est un fermé de ). En effet, pour
z € A, il existe une suite (z,)nen, 2n € A telle que : lim, .o 2, = 2. La
fonction f étant holomorphe dans 2, on a

f®(2) = lim f®(z,), VkeN

Notons que f*)(z,) = 0 car z, € A, donc f*)(z) = 0, Vk € N. Autrement
dit, on a ). Or on sait que i) = i), donc f = 0 dans un voisinage de z et dés
lors z € A, ce qui montre que A est fermé dans €2. On a prouvé que A est
un ouvert et un fermé de 2. Comme Q est connexe, alors A = Q ou A = ().
Or zg € A donc A # () et le seul cas valable est A = Q.



