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EXERCICE 1 : a) Montrer que la série numérique Y a;by, converge si les
conditions suivantes sont satisfaites :
(i) lim b = 0.
k—o0

(ii) la série Y |bgy1 — bg| converge.

n
S
k=1

b) En déduire que la série > apby converge si on suppose que (by) décroit
vers 0 pour k — oo et que la condition (iii) est satisfaite.
¢) On considére la série numeérique suivante :

(i) 3C < C,VneN*.

Z(cos ko + isin ka)by.
k=0

Déterminer des conditions suffisantes sur « et la suite (bx) pour que cette
série converge. Justifier la réponse.
n

Solution : a) Posons S, = Z ay, et utilisons une transformation d’Abel,
k=1

n
Zakbk = a1b1 + agbg + -+ Cbnbn,
k=1

= Siby + (S2 = S1)ba + -+ 4 (Sn — Sn—1)bn,
= Sl(bl - b2) + 52(62 - bS) + -+ Sn—l(bn—l - bn) + Snbn7

n—1

= Spbn— Y Sk(brs1 — i)
k=1

Comme, la suite (S),) est bornée et lim b, = 0, alors
n—oo
lim Sp,b, = 0.
n—oo
D’autre part, on a
|Sk (b1 — bk)| < Clbg41 — bgl,

en vertu de (iii). Comme la série Y [by+1—bg| converge, alors d’apres le critére
de comparaison, la série Y Si(bg+1 — bg) converge aussi. Par conséquent, la
série > apby converge.



b) 1l suffit évidemment de montrer que la condition (ii) dans a) est sa-
tisfaite. Comme (by) décroit vers 0 pour k — oo, alors

n n

D bkr = bkl =D (bk = brr1) = b1 — bug,

k=1 k=1
d’ou
n
lim Y b1 — bl = bu,
n—oo
k=1
et par conséquent, la série Y |bgy1 — bg| converge.

¢) La série complexe ) by(cos ka + isin k), converge si on suppose que
(bg) décroit vers 0 pour k — oo et que a # 2w, | € Z. En effet, il suffit de
montrer que la condition (7i7) (question a)) est satisfaite. Posons

z=cosa+tsina,

d’ou |z| =1 et on a

n n k 1 . Zn+1
k ,sin k = =
Z(cos a+isinka) Zz ' T |
k=0 k=0
donc
- - 2 1
(coska +isinka)| < = =7

— |1 — z| }smﬂ

ou «a # 2w, l € Z.
EXERCICE 2 : Développer en série de Fourier (en justifiant clairement
la réponse) la fonction :

Cos T

x —> €% cos(sinx).

Solution : - On a

e cos(sinz) + ie“®Tsin(sinx) = ST T,

B > [coskxr  sinkzx
=D (= i)



cos k:z: sin kx k:p
- D’aprés le critére de Weierstrass, les séries g —— et E

convergent normalement (et donc absolument et umformement) sur R. En

effet, On a
cos kx

<
EV | T

1

: . 1 . .
et comme la série numérique E i converge (utiliser par exemple le critére

k! 1
du quotient de d’Alembert : lim lim —— =0 < 1) alors la
~>oo(k+1) T koo k1

oS kx . .
série E converge normalement en vertu du critére de Weierstrass.

sin kx

Et il en de méme pour la série Z . Dés lors,

2 coskr ~—= sinkz
€% cos(sinz) + 1e“* ¥ sin(sinx) = E i + Zz T
k=0 ' k=0 '

et on en déduit que le développement

cos k:x
e®*% cos(sin z) E

k=

représente la série de Fourier cherchée.
EXERCICE 3 : Déterminer le domaine de convergence simple de la suite
de fonctions réelles définie par

1
o) =1 FEN

Y a-t-il convergence uniforme sur ce domaine ? Justifier la réponse.

Solution : - La suite de fonctions (fx) converge simplement sur R vers

=11 570

- La convergence n’est pas uniforme sur R, de (f) vers f car pour
1

by = —

va
on a )
[fi(br) = f (o) = 5-

Rappel du cours : pour montrer qu’une suite de fonctions (fy) ne converge pas

uniformément vers f, plusieurs méthodes existent. Ici, il suffit par exemple
de trouver une suite numérique (bg) telle que :

klglélo (fr(br) = f(b)) #0



EXERCICE 4 : a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

complexe
i (2: _ 1)2k
kK2
k=1
et examiner son comportement sur le bord du disque de convergence.
b) Déterminer les valeurs de z pour lesquelles cette série converge et la
série dérivée ne converge pas.
Solution : a) - La série en question s’écrit sous la forme 3 agu® on

1

akzw, U:(Z—1)2
On a
lim +/|a |—flimi—1

Le rayon de convergence de la série > apu” est égal a 3. La série Y apu”

converge absolument si |u| < 3 et diverge si |u| > 3. Or
lul <3 <= |z-1| < V3,
lu| >3 <= |2—1> V3,
donc le rayon de convergence de la série proposée est égal a /3.
- Pour |z — 1| = /3, la série en question s’écrit Y 75 et donc converge
absolument sur le bord du disque de convergence.
b) La série dérivée s’écrit

~2(z— 1)1 2 (z—1)2 (z-1D* (z—-1)
; 3k - 3(Z_1)<1+ 32 ' 33 34 +>

2 v w2 3 (z —1)2
— —_ —1 1 —_ J— J— [P ¥ _ = 7
3(z )<+2+3+4+ >,ouv 3

9 l
= SE-1DY

ot

[+1
Le rayon de convergence de cette derniére est égal a 1 et elle converge ab-

La série dérivée et la série E convergent ou divergent simultanément.

solument pour |v| < 1 et diverge pour |v| > 1. La suite (m) décroit vers
!

v

[+1
disque de convergence sauf peut-étre au point v = 1. Or en ce point cette

v
[+1
(2 = 1)° \ )
22 =1, cad., z =1+ 3. Par conséquent,
les valeurs de z pour lesquelles la série proposée converge et la série dérivée
ne converge pas sont z =1+ V3.

0 et d’aprés un théoéme du cours, la série E converge sur le bord du

série diverge, donc la série g converge sur le bord du disque de conver-

gence sauf au point v =



