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Exercice 1 : a) Montrer que la série numérique
∑
akbk converge si les

conditions suivantes sont satisfaites :

(i) lim
k→∞

bk = 0.

(ii) la série
∑
|bk+1 − bk| converge.

(iii) ∃C :

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ C, ∀n ∈ N∗.

b) En déduire que la série
∑
akbk converge si on suppose que (bk) décroît

vers 0 pour k →∞ et que la condition (iii) est satisfaite.

c) On considère la série numérique suivante :

∞∑
k=0

(cos kα+ i sin kα)bk.

Déterminer des conditions su�santes sur α et la suite (bk) pour que cette

série converge. Justi�er la réponse.

Solution : a) Posons Sn =
n∑
k=1

ak et utilisons une transformation d'Abel,

n∑
k=1

akbk = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

= S1b1 + (S2 − S1)b2 + · · ·+ (Sn − Sn−1)bn,
= S1(b1 − b2) + S2(b2 − b3) + · · ·+ Sn−1(bn−1 − bn) + Snbn,

= Snbn −
n−1∑
k=1

Sk(bk+1 − bk).

Comme, la suite (Sn) est bornée et lim
n→∞

bn = 0, alors

lim
n→∞

Snbn = 0.

D'autre part, on a

|Sk(bk+1 − bk)| ≤ C|bk+1 − bk|,

en vertu de (iii). Comme la série
∑
|bk+1−bk| converge, alors d'après le critère

de comparaison, la série
∑
Sk(bk+1 − bk) converge aussi. Par conséquent, la

série
∑
akbk converge.
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b) Il su�t évidemment de montrer que la condition (ii) dans a) est sa-

tisfaite. Comme (bk) décroît vers 0 pour k →∞, alors

n∑
k=1

|bk+1 − bk| =
n∑
k=1

(bk − bk+1) = b1 − bn+1,

d'où

lim
n→∞

n∑
k=1

|bk+1 − bk| = b1,

et par conséquent, la série
∑
|bk+1 − bk| converge.

c) La série complexe
∑
bk(cos kα+ i sin kα), converge si on suppose que

(bk) décroît vers 0 pour k → ∞ et que α 6= 2lπ, l ∈ Z. En e�et, il su�t de

montrer que la condition (iii) (question a)) est satisfaite. Posons

z = cosα+ i sinα,

d'où |z| = 1 et on a∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(cos kα+ i sin kα)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

zk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− zn+1

1− z

∣∣∣∣ ,
donc ∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(cos kα+ i sin kα)

∣∣∣∣∣ ≤ 2

|1− z|
=

1∣∣sin α
2

∣∣ ,
où α 6= 2lπ, l ∈ Z.

Exercice 2 : Développer en série de Fourier (en justi�ant clairement

la réponse) la fonction :

x 7−→ ecosx cos(sinx).

Solution : - On a

ecosx cos(sinx) + iecosx sin(sinx) = ecosxei sinx,

= ee
ix
,

=
∞∑
k=0

(eix)k

k!
,

=
∞∑
k=0

(
cos kx

k!
+ i

sin kx

k!

)
.
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- D'après le critère de Weierstrass, les séries
∑ cos kx

k!
et
∑ sin kx

k!
convergent normalement (et donc absolument et uniformément) sur R. En
e�et, On a ∣∣∣∣cos kxk!

∣∣∣∣ ≤ 1

k!
, ∀x ∈ R

et comme la série numérique
∑ 1

k!
converge (utiliser par exemple le critère

du quotient de d'Alembert : lim
k→∞

k!

(k + 1)!
= lim

k→∞

1

k + 1
= 0 < 1) alors la

série
∑ cos kx

k!
converge normalement en vertu du critère de Weierstrass.

Et il en de même pour la série
∑ sin kx

k!
. Dès lors,

ecosx cos(sinx) + iecosx sin(sinx) =

∞∑
k=0

cos kx

k!
+

∞∑
k=0

i
sin kx

k!
,

et on en déduit que le développement

ecosx cos(sinx) =

∞∑
k=0

cos kx

k!
,

représente la série de Fourier cherchée.

Exercice 3 : Déterminer le domaine de convergence simple de la suite

de fonctions réelles dé�nie par

fk(x) =
1

1 + kx2
, k ∈ N

Y a-t-il convergence uniforme sur ce domaine ? Justi�er la réponse.

Solution : - La suite de fonctions (fk) converge simplement sur R vers

f(x) =

{
0 si x 6= 0
1 si x = 0

- La convergence n'est pas uniforme sur R, de (fk) vers f car pour

bk =
1√
k
,

on a

|fk(bk)− f(bk)| =
1

2
.

Rappel du cours : pour montrer qu'une suite de fonctions (fk) ne converge pas
uniformément vers f , plusieurs méthodes existent. Ici, il su�t par exemple

de trouver une suite numérique (bk) telle que :

lim
k→∞

(fk(bk)− f(bk)) 6= 0.
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Exercice 4 : a) Déterminer le rayon de convergence de la série entière

complexe
∞∑
k=1

(z − 1)2k

3kk2
,

et examiner son comportement sur le bord du disque de convergence.

b) Déterminer les valeurs de z pour lesquelles cette série converge et la

série dérivée ne converge pas.

Solution : a) - La série en question s'écrit sous la forme
∑
aku

k où

ak =
1

3kk2
, u = (z − 1)2.

On a

lim
k→∞

k
√
|ak| =

1

3
lim
k→∞

1
k
√
k2

=
1

3
.

Le rayon de convergence de la série
∑
aku

k est égal à 3. La série
∑
aku

k

converge absolument si |u| < 3 et diverge si |u| > 3. Or

|u| < 3 ⇐⇒ |z − 1| <
√
3,

|u| > 3 ⇐⇒ |z − 1| >
√
3,

donc le rayon de convergence de la série proposée est égal à
√
3.

- Pour |z − 1| =
√
3, la série en question s'écrit

∑ 1
k2

et donc converge

absolument sur le bord du disque de convergence.

b) La série dérivée s'écrit

∞∑
k=1

2(z − 1)2k−1

3kk
=

2

3
(z − 1)

(
1 +

(z − 1)2

3.2
+

(z − 1)4

32.3
+

(z − 1)6

33.4
+ · · ·

)
=

2

3
(z − 1)

(
1 +

v

2
+
v2

3
+
v3

4
+ · · ·

)
, où v =

(z − 1)2

3

=
2

3
(z − 1)

∞∑
l=0

vl

l + 1
.

La série dérivée et la série
∑ vl

l + 1
convergent ou divergent simultanément.

Le rayon de convergence de cette dernière est égal à 1 et elle converge ab-

solument pour |v| < 1 et diverge pour |v| > 1. La suite (
1

l + 1
) décroît vers

0 et d'après un théoème du cours, la série
∑ vl

l + 1
converge sur le bord du

disque de convergence sauf peut-être au point v = 1. Or en ce point cette

série diverge, donc la série
∑ vl

l + 1
converge sur le bord du disque de conver-

gence sauf au point v =
(z − 1)2

3
= 1, c-à-d., z = 1 ±

√
3. Par conséquent,

les valeurs de z pour lesquelles la série proposée converge et la série dérivée

ne converge pas sont z = 1±
√
3.
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