
QUELQUES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES EN
GEOMÉTRIE COMPLEXE

A. Lesfari

Abstract. This paper gives su�cient conditions, which guarantee that a complex
n-dimensional manifold is analytically isomorphic to a n-dimensional complex torus
and a Kähler manifold. We discuss the relation with Hodge theory and an immediate
consequence is that a complex manifold will complete to abelian variety by adjoining
some divisors.
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1 INTRODUCTION GÉNÉRALE
L'objet de ce travail est l'étude de quelques propriétés fondamentales des variétés

di�éomorphes aux tores complexes, aux variétés kählériennes, aux variétés de Hodge
et en particulier aux variétés abéliennes. Soit D ⊂ M un diviseur sur une variété
complexe M. Autrement dit, un élément de la forme D =

∑
niDi, ni ∈ Z, où les Di

sont des sous-variétés irréductibles sur M. En particulier un diviseur sur une courbe
est une somme �nie formelle du type

∑
niPi où les Pi sont des points de la courbe et

ni des entiers. Par exemple, on peut associer un diviseur à une fonction méromorphe
f en prenant pour Pi les zéros et les pôles de f et pour ni l'ordre de Pi avec un signe
négatif pour les pôles. On note en général ce diviseur (f) et on a

(f) = (diviseur des zéros def)− (diviseur des pôles def).

On dit qu'un diviseur D est positif et on note D ≥ 0, si les entiers ni qui interviennent
dans la somme sont positifs. Soit

L(D) = {fméromorphe sur M : (f) +D ≥ 0},

l'espace vectoriel des fonctions f méromorphes telles que : (f)+D ≥ 0. Par exemple,
si le diviseur D est positif alors L (D) est l'ensemble des fonctions holomorphes en
dehors de D et ayant au plus des pôles le long de D.

Examinons les di�érents plongements de M dans un espace projectif CPN . Soit
(1, f1, ..., fN ) une base de L (D) et dé�nissons une application F holomorphe de M
dans CPN :

F : M −→ M, p 7−→ (1, f1(p), ..., fN (p)).
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Si cette application est un plongement lisse de M dans CPN , alors la variété M est
analytique. D'après le théorème de Chow [2] qui dit que toute sous-variété analytique
d'un espace projectif est algébrique, alors il est équivalent de dire que la variété M
est algébrique c'est-à-dire dé�nie par l'annulation simultanée d'un nombre �ni de
polynômes homogènes Pj ,

M =
⋂

j

{
z ∈ CPN : Pj (z) = 0

}
.

Par ailleurs, un théorème de Kodaira [2] a�rme que si D ⊂ M est un diviseur positif,
alors pour k ∈ N, l'application F dé�nie par les fonctions de l'espace L (kD) plonge
M dans CPN où N = dimL (kD) − 1. En outre, il existe un diviseur positif si et
seulement si M admet une 2-forme ω de type (1, 1), positive et fermée telle que sa
classe de cohomologie [ω] ∈ H2 (M,Z).

Rappelons qu'une métrique kählérienne ou forme de Kähler est une métrique her-
mitienne (i.e., une 2-forme de type (1,1)) dont la partie imaginaire est fermée. Une
variété kählérienne est une variété complexe munie d'une métrique kählérienne. Les
variétés kählériennes compactes forment une classe remarquable de variétés analy-
tiques complexes. Nous nous intéresserons à la classe des variétés kählériennes, en
prévilégeant les variétés projectives. Une des raisons est que ces dernières contiennent
beaucoup de sous-variétés complexes alors que les variétés kählériennes n'en pos-
sèdent pas en général. On sait qu'on peut trouver des variétés complexes compactes
non kählériennes (par exemple les variétés de Hopf et de Calabi-Eckmann) mais il
est très di�cile de construire ou de décider si une variété complexe est ou non kählé-
rienne. Les variétés projectives complexes analytiques sont des exemples particuliers
de variétés kählériennes compactes. Le théorème de Kodaira peut encore s'énnocer
comme suit : Une variété complexe compacte admet un plongement lisse dans CPN

si et seulement si elle admet une métrique kählérienne dont la forme de Kähler est de
classe entière. Un autre résultat intéressant concernant les variétés kählériennes a été
obtenu par Moishezon (voir [9] ou [3]) : une variété complexe kählérienne compacte
de dimension n est projective si et seulement si elle admet n fonctions méromorphes
indépendantes.

Considérons maintenant un tore complexe Tn = Cn/LΩ de dimension n où LΩ '
H1 (T,Z) , est le réseau engendré par les colonnes λ1, ..., λ2n de la matrice des périodes
Ω = (λ1, ..., λ2n). Le tore Tn est une variété complexe compacte et lisse, de dimension
complexe n. Une question se pose : quand un tore complexe Tn, peut-il être plongé
dans un espace projectif et donc considéré comme variété projective ? Le tore Tn

admet un plongement dans l'espace projectif CPN , s'il existe sur Tnune forme de
Hodge, c'est-à-dire, une (1, 1)-forme ω : LΩ × LΩ −→ Z, positive, fermée et à classe
de cohomologie [ω] ∈ H2 (Tn,Z) . Les conditions sur ω sont équivalentes à celles-ci :
il existe une matrice entière Q (matrice d'intersection) d'ordre 2n, antisymétrique et
satisfaisant aux relations bilinéaires de Riemann

ΩQΩ| = 0, iΩQΩ| > 0.

En vertu de ces conditions, on peut choisir une nouvelle base de LΩ sur Z de 2n
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vecteurs colonnes λ1, ..., λ2n de telle façon que :

Q =
(

0 ∆δ

−∆δ 0

)
, Ω = (∆δ, Z) ,

où

∆δ =




δ1 0 · · · 0

0
. . . ...

... . . . 0
0 · · · 0 δn




,

et δ1, . . . , δn ∈ N∗, δj | δj+1, 1 ≤ j ≤ n − 1, sont des diviseurs élémentaires et Z
est une matrice véri�ant Z| = Z, ImZ > 0. La (1, 1)-forme ω peut donc s'exprimer
comme étant ω =

∑n
j=1 δjdxj ∧ dxn+j , où x1, ..., x2n sont des coordonnées relatives

à la base (λ1, ..., λ2n) de telle façon que :
∫
λj

dxk = δjk. Les diviseurs élémentaires
δ1, . . . , δn, sont reliés [2] par la formule : dimL(D) =

∏n
i=1 δi, et par un théorème

de Lefschetz [2], les fonctions de L (D) ou L (2D) ou au plus L (3D), fournissent un
plongement holomorphe de Tn dans CPN (N large). Un tore complexe qui possède
un plongement holomorphe dans un espace projectif s'appelle variété abélienne.

2 QUELQUES PROPRIÉTÉS DES VARIÉTÉS COM-
PLEXES

Le résultat suivant nous sera utile par la suite.

THÉORÈME 1 Soit M une variété analytique complexe de dimension n. On sup-
pose que cette variété est compacte, connexe et est munie de n champs de vecteurs
holomorphes X1, ..., Xn commutatifs et indépendants. Alors M est di�éomorphe à un
tore complexe Cn/L où L est un réseau de Cn.

Démonstration : Aux champs de vecteurs X1, ..., Xn sont liés respectivement n
groupes à un paramètre de di�éomorphismes ou �ots

gt1 , ..., gtn : M −→ M, (t1, ..., tn) ∈ Cn.

Ces derniers commutent, i.e.,

gt1 ◦ ... ◦ gtn(p) = gtn ◦ ... ◦ gt1(p), p ∈ M,

puisque par hypothèse X1, ..., Xn commutent deux à deux. Il est donc naturel de
considérer l'application gt : M −→ M , en posant

gt = gt1 ◦ ... ◦ gtn , t = (t1, ..., tn) ∈ Cn.

Evidemment gt+s = gt ◦ gs,∀t, s ∈ Cn. Dé�nissons l'application

G : Cn −→ M, t 7−→ G(t) = gtp.
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Soit U un voisinage su�samment petit du point 0 ∈ Cn et soit V un voisinage du
point p ∈ M . La composée de deux applications holomorphes étant holomorphe, on
en déduit que la resriction de G à U :

U −→ V, (t1, ..., tn) 7−→ gt1 ◦ ... ◦ gtn(p),

est holomorphe. De plus, comme X1, ..., Xn sont indépendants en chaque point de
M , alors la matrice 


∂

∂t1
gt1 ◦ ... ◦ gtn(p)

...
∂

∂tn
gt1 ◦ ... ◦ gtn(p)


 ,

est inversible et d'après le théorème des fonctions réciproques l'application G est un
di�éomorphisme local. Nous allons montrer que G est surjective c'est-à-dire pour
q ∈ M , il existe t ∈ Cn tel que : G(t) = gtp = q où p ∈ M. Comme G est un
di�éomorphisme local, alors pour tout z1 appartenant à un voisinage de p, on peut
trouver t ∈ Cn tel que : gtp = z1. Par hypothèse la variété M est connexe, donc il
existe une courbe Γ reliant le point p à q. Par ailleurs, M étant compacte, il existe
une boule ouverte B1 contenant le point z1. Soit z2 ∈ Γ∩B1. Comme précédemment,
on peut trouver t′ ∈ Cn tel que : gt′z1 = z2, et dès lors z2 = gt′+tp. De même, soit
z3 ∈ Γ ∩B2 où B2 est une boule ouverte dans M contenant z2. Il existe t′′ ∈ Cn tel
que : gt′′z2 = z3, ce qui implique que z3 = gt′′+t′+tp. De proche en proche, on montre
l'existence de t(k−1) ∈ Cn tel que : gt(k−1)

zk−1 = zk, où zk ∈ Γ∩Bk−1 avec Bk−1 une
boule ouverte dans M contenant zk−1, d'où zk = gt(k−1)+...+t′′+t′+tp. Donc, on peut
recouvrir la courbe Γ par un nombre �ni de voisinages de p où le point q joue le rôle
de zk. Par conséquent, l'application G est surjective. Par contre, G n'est pas injective
car sinon on aurait une bijection entre un compact M et un non compact Cn, ce qui
est absurde. Pour remédier à ce problème, on considère l'ensemble L = KerG. Celui-
ci est non vide, stable pour l'addition, l'inverse de t est −t et donc un sous-groupe
de Cn. Il ne dépend pas de p et il est discret puisque ses points ne possèdent pas de
points d'accumulation dans Cn. Par conséquent, L est un réseau dans Cn. En faisant
le quotient de Cn par L, on obtient une application injective Cn/L −→ M, [t] 7−→ gtp,
et par conséquent un di�éomorphisme. Notons pour terminer que le réseau L peut
s'écrire sous la forme L = Ze1

⊕
...

⊕
Zek, 1 ≤ k ≤ n, où e1, ..., en sont des vecteurs

linéairement indépendants. La démonstration du théorème est ainsi achevée. ¤
Notons tout d'abord qu'en dimension 1, tout tore complexe est une variété abé-

lienne. Dans ce cas le plongement se réalise dans un espace projectif de dimension
2 et on obtient les modèles C/LΩ comme courbes projectives planes et il est plus
facile dans ce cas de travailler avec les fonctions ℘ et ℘′ de Weierstrass. Dans ce qui
va suivre, on s'intéressera donc au cas où la dimension de la variété est supérieur
à 1. Signalons que pour montrer qu'une variété forme la partie a�ne d'une variété
abélienne (par exemple), on peut être tenté de prendre le compacti�é dans un espace
projectif. Or on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2 Soit M La fermeture projective d'une variété a�ne M dans
l'espace projectif complexe CPm de dimension m. Alors M n'est pas une variété
abélienne et elle est singulière à l'in�ni.
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Démonstration : En e�et, soient Z0, ..., Zm des coordonnées homogènes dans l'es-
pace projectif complexe CPm et M la fermeture projective de M dans CPm. On va
utiliser un raisonnement par l'absurde. Supposons que M soit une variété abélienne
considérée comme étant le quotient Cn/L de Cn par un réseau L isomorphe à Zn.
Donc M est lisse et isomorphe à une sous-variété fermée sans singularité et dès lors
toute forme di�érentielle de la forme dτ1 ∧ ... ∧ dτn (τ1, ..., τn sont des coordonnées
naturelles sur M ' Cn/L) est évidemment holomorphe et ne s'annule jamais. Pour
aboutir à une contradiction, on va calculer le �bré canonique KM de M , à l'aide de
la formule d'adjonction [2] :

KM =
(
KCPm ⊗ [

M
])∣∣

M
,

où
[
M

]
est le �bré en droites dans CPm. Soit

x1 =
Z1

Z0
, x2 =

Z2

Z0
, . . . , xm =

Zm

Z0
,

les coordonnées a�nes dans CPm\ {Z0 = 0} . Déterminons le diviseur de la forme
ω = dx1 ∧ . . . ∧ dxm. Pour celà, considérons sur CPm\ {Xm = 0} les coordonnées
a�nes suivantes :

u0 =
Z0

Zm
, u1 =

Z1

Zm
, . . . , um−1 =

Zm−1

Zm
.

On a
u0 =

1
xm

, u1 =
x1

xm
, . . . , um−1 =

xm−1

xm
,

et dès lors
ω =

1
um+1

0

du0 ∧ du1 ∧ . . . ∧ dum−1.

D'où, le diviseur de ω est (ω) = − (m + 1)H∞, où H∞ est un hyperplan dans CPm

et
KCPm = [(ω)] = [− (m + 1)H∞] .

En remplaçant dans la formule d'adjonction précédente, on obtient KM ∼ [H∞]|M ,
et donc toute forme di�érentielle sur M doit avoir un zéro sur M , ce qui est contra-
dictoire. ¤

Donc d'après ce résultat, pour qu'une variété M soit par exemple la partie a�ne
d'une variété abélienne, la variété M doit être singulière à l'in�ni c'est-à-dire le
long du lieu Z0 = 0. La théorie de la résolution des singularités de Hironaka [4, 5]
via la délicate procédure "blow-up, blow-down" permet du moins théoriquement de
résoudre ces singularités. Le résultat qui suit donne des conditions su�santes pour
qu'une variété complexe soit compacte, connexe, possède un plongement dans un
espace projectif et soit di�éomorphe à un tore complexe. En particulier, on montre
que c'est une variété kählérienne. Nous montrerons dans le théorème suivant un
résultat concernant les variétés de Hodge (ce sont des variétés kählériennes compactes
dont la classe de cohomologie de la forme de Kähler est un multiple réel d'une classe
entière) ainsi que celle des variétés abéliennes dont les applications sont immenses
et importantes [1, 6, 8]. En tout cas, dans la pratique et en dimension supérieure les
choses se compliquent considérablement (voir par exemple [1]).
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THÉORÈME 3 Soit

A =
⋂

i

{z = (z0, z1, ..., zn) ∈ CPn : Pi(z) = 0},

une variété irréductible dé�nie par l'annulation simultanée d'un nombre �ni de po-
lynômes homogènes Pi et soit A = A ∩ {z0 6= 0}, la variété a�ne irréductible lisse
correspondante. Posons A ≡ A∪V, i.e., V = A∩{z0 = 0}. Considérons l'application

f : A −→ CPm, z 7−→ f(z),

et introduisons les notations suivantes : M = f(A), M = f(A) = f(A), V = V1 ∪
... ∪ Vn où Vi sont des sous-variétés de codimension n − 1 et W ≡ f(V) = f(V1) ∪
... ∪ f(Vn) ≡ W1 ∪ ... ∪Wn. On suppose que :

(i) f applique de manière holomorphe A sur M .
(ii) la variété A est munie de n champs de vecteurs holomorphes X1, ..., Xn

commutatifs, indépendants et que un des champs de vecteurs Xk(1 ≤ k ≤ n) se
prolonge de façon holomorphe sur un voisinage de Wk dans CPm.

(iii) Pour tout p ∈ Wk, la courbe intégrale f(t) ∈ CPm du champ de vecteurs
Xk passant par f(0) = p ∈ Wk est telle que :

{f(t) : 0 <| t |< ε, t ∈ C} ⊂ f(A).

Alors
a) La variété M est compacte, connexe et admet un plongement dans l'espace pro-
jective CPm.
b) La variété M est di�éomorphe à un tore complexe de dimension n. En outre, les
champs de vecteurs X1, ..., Xn se prolongent de façon holomorphe et demeurent in-
dépendants sur la variété M.
c) M est une variété kählérienne.
d) La variété M est de Hodge. En particulier, la variété A forme la partie a�ne
d'une variété abélienne M .

Démonstration : La condition (iii) signi�e que les orbites de Xk passant à travers
Wk pénétrent immédiatement dans la partie a�ne ; en particulier le champ de vec-
teurs Xk ne s'annule en aucun point de Wk.
a) Une étape cruciale consiste à montrer que les orbites passant à traversWk forment
une variété lisse Σp, p ∈ Wk telle que : Σp\Wk ⊆ M . Soit p ∈ Wk, ε > 0 su�samment
petit, gt

Xk
le �ot correspondant au champ de vecteurs Xk et {gt

Xk
: t ∈ C, 0 <| t |< ε},

l'orbite passant à travers le point p. D'après les conditions (i) et (ii) le champ de
vecteurs Xk est holomorphe sur un voisinage deWk et ne s'annule en aucun point de
Wk, donc le �ot gt

Xk
peut-être redréssé dehors après un changement de coordonnées

holomorphes. Soit H ⊂ CPm un hyperplan transversal à la direction du �ot au point
p et soit Σp l'élément dans CPm, formé par le diviseur Wk et les orbites ci-dessus.
Posons W ′ = H ∩ Σp et donc localement on a Σp = W ′ × Cn. Montrons que Σp est
lisse. Montrons tout d'abord que W ′ est lisse. En e�et, supposons que W ′ est sin-
gulière en 0 ce qui implique que Σp est aussi singulière le long de la trajectoire (axe
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des t) laquelle pénètre immédiatement dans la partie a�ne f(A) donc celle-ci est
singulière ce qui est absurde (d'après la condition (i)). Donc W ′ est lisse et en vertu
du théorème des fonctions implicites la variété Σp est lisse. Considérons maintenant
l'application

A ⊂ CPn −→ CPm, z 7−→ f(z),

où z = (z0, z1, ..., zn) sont des coordonnées homogènes et M = f(A) = f(A). Rappe-
lons que le �ot existe dans tout voisinage de p dans CPm et il a été redréssé dehors
précédemment. Dès lors, puisque Σ′p est la fermeture d'une variété a�ne alors Σ′p
doit être transversale à l'hyperplan H comme pécédemment (i.e., Σ′p = W ′′ × Cn

localement). Dans un voisinage (⊂ CPm) de p, on a Σp = M et Σp\Wk ⊆ M car
sinon, il existe un élément Σ′p ⊂ M tel que :

{gt
Xk

: t ∈ C, 0 <| t |< ε} = (Σp ∩ Σ′p)\p ⊂ M,

d'après la condition (iii). Autrement dit, Σp∩Σ′p = axe des t et M serait singulière le
long des axes des t, ce qui est absurde (d'après la condition (i)). Montrons maintenant
que V et W sont connexes. Comme la variété A et la section générique hyperplane
Hgen. de A sont irréductibles, alors toutes les sections hyperplanes sont connexes et
par conséquent V est connexe. Montrons que W est aussi connexe. Soit Gf ⊂ CPn×
CPm le graphe de l'application f , lequel est irréductible ensemble avec A. Il s'ensuit
de l'irréductibilité de Gf qu'une section générique hyperplane Gf ∩ (Hgen. × CPm)
est connexe et par conséquent la section hyperplane spéciale Gf ∩ ({z0 = 0}×CPm)
est aussi connexe. Comme la projection est une application qui conserve la connexité
par continuité, on en déduit que

ProjCPm [Gf ∩ ({z0 = 0} × CPm)] = f(V) ≡ W,

est connexe. La variété

M = A ∪
⋃

p∈Wk

Σp = M ∪Wk ⊆ CPm,

est compacte, connexe et possède un plongement dans l'espace projectif complexe
CPm via l'application f .
b) Soient gt1 , ..., gtn les �ots engendrés respectivement par les champs de vecteurs
X1, ..., Xn sur A et choisissons un point p1 ∈ M \A. Pour ε > 0 su�samment petit et
pour tout t1 ∈ C tels que : 0 < |t1| < ε, alors q ≡ gt1(p1) est bien dé�ni et appartient
à A en vertu de l'hypothèse (iii). Soit U(q) ⊆ M un voisinage de q et posons

gt2(p2) = g−t1 ◦ gt2 ◦ gt1(p2), ∀p2 ∈ U(p1) ≡ g−t1(U(q)).

Notons que cette dé�nition a bien un sens car gt2 est indépendant de t1 puisque

g−(t1+ε) ◦ gt2 ◦ gt1+ε(p2) = g−(t1+ε) ◦ gt2 ◦ gt1 ◦ gε(p2),
= g−(t1+ε) ◦ gε ◦ gt2 ◦ gt1(p2),
= g−t1 ◦ gt2 ◦ gt1(p2),
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en vertu de la commutativité des champs de vecteurs. La fonction gt2(p2) est holo-
morphe en p2 et t2. Le même raisonnement reste valable pour les fonctions gt3(p3), ..., gtn(pn)
avec

gtn(pn) = g−tn−1 ◦ gtn ◦ gtn−1(pn), ∀pn ∈ U(pn−1) ≡ g−tn−1(U(q)).

Les champs de vecteurs X1, ..., Xn se prolongent de façon holomorphe et demeurent
indépendants sur la variété M. Fixons maintenant p ∈ M et considérons

Cn −→ M, t = (t1, ..., tn) 7−→ gtp = gt1 ◦ . . . ◦ gtn(p).

Comme M est compact, on montre comme dans le théorème 1 que l'ensemble L =
{t ∈ Cn : gtp = p} est un réseau de Cn considéré comme espace vectoriel réel, de
rang 2n et donc engendré par 2n vecteurs (dans Cn) R-linéairement indépendants.
En faisant le quotient de Cn par L, on déduit du théorème 1, que M est di�éomorphe
au tore complexe Cn/L.
c) Munissons la variété complexe M de la métrique hermitienne

ds2 =
n∑

k=1

dtk ⊗ dtk,

et soit ω la (1, 1)-forme fondamentale associée à cette métrique. On a

ω = −1
2
Im ds2 =

√−1
2

n∑

k=1

dtk ∧ dtk.

Comme ω est fermée, on en déduit que ds2 est une métrique kählérienne et que la
variété M est kählérienne.
d) Nous avons vu dans la question précédente que sur la variété kählérienne M sont
dé�nies les périodes de ω. Si toutes ces périodes sont entières (éventuellement après
multiplication par un nombre), on obtient une variété de Hodge. Plus précisement,
les intégrales

∫
γk

ω de la forme ω où γk sont des cycles à deux dimensions dans
H2(M,Z), déterminent les périodes de ω. Comme celles-ci sont des nombres entiers,
alors la variété M est de Hodge. La variété M est munie de n champs de vecteurs
holomorphes, indépendants en chaque point et commutants. D'après b), la variété M
est un tore complexe et comme celui-ci possède un plongement projectif, alors M est
une variété abélienne. Une autre preuve consiste à utiliser le résultat que l'on vient
de démontrer puisque tout tore de Hodge est abélien, la réciproque est aussi vraie.
Ceci achève la démonstration du théorème. ¤

Un tore complexe étant une variété kählérienne, on déduit du théorème de Moi-
shezon le résultat suivant :

COROLLAIRE 4 Un tore complexe Tn = Cn/LΩ est une variété abélienne si et
seulement si il admet n fonctions méromorphes indépendantes.
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